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I, Wstep,

1, Struktura A-15 jest niezwykle ciekawg formgq krystalizowsnia sie
substancji, Budowa zwigzkéw o tej strukturze krystalicznej przedsta~

wiona jest na rys, 1, Sg one po=-
staci AaB, Atomy B (zakreskowa=
ne) tworzg sieé regularng (sze-

ééienna) przestrzennie centfbwa-
ng, za$ A (niezskreskowsne) sg
baremi scentrowane na powierz=-
chniach przednich komérki ele-.

mentarnej tejize sieci,

Jest rzeczg interesujgcy, Ze

FIG. 1. - Atoms in the unit cell of the A,B compounds having

ZWiQZki 0 te.] strukturze wyka- the f-wolfram structure. The A-atoms are represented by touching
: spheres centered on the faces of the simple cubic unit cell. The
zujq w przewaZajqcej ilodci nad-~ B-atom spheres occupy body-centered cubic positions, and are
’ : - not drawn to their full radii
przewodnictwo [i], Ponadto tem=
. » . ©
peretury przejdcia w ten stan sq w wielu przypadkach wyzsze niz 10°K

(np, NbJSn - 18,05°K), Dla unadprzewodnikéw o wysokiej temperaturze
przejscia A jest metalem przejsciowym (zwykle V lub Vb), a B jest zwy-

kle (ale nie zawsze) nieprzejéciowym metalem (np, Si, Ge, Sn, Al, Ga), "
Oprécz najwyzszych temperatur przejécia w stan nadprzewodzgcy sub=-

stancje typu A=-15 posiadajg liczne snomalie w swoich elektrycznych,
magnetycznych, sprezystyéh i strukturalnych witasnodcisch (strukturslne

przejscia fazowe od postaci kubicznej do tetragonalnej przy niskich
temperaturach), wiele teoretycznych rozwazad i préb podsumowaﬁ dod~-
wiadczalnych wynikéw mozna znaleZé w pracach {?, i], Strukturalng nie-
stabilnos4 i nadprzewodnictwo w zwigzkach typu A=15 oméwiono w [4].
Ostatnio teoretyczny model nadpriewodnictwa i przejsé strukturalnych
podali Bilbro i McMillan [5]. Bhatt i McMillan [é] sformutowali teorie
Landeaua dla strukturalnych przej$é fazowych w zwigzkach typu A~15, Na- :
tqmiast Jarid i Bimman [7] rozwazyll problem przej$s fazowych uzywajgc
teorii symetrii, z sterszych prac dotyczgcych zmian symetrii spowodo=-
wanydh przejsciami fazowymi drugiego rodzaju oraz niestabilnoéciq sie~

¢l krystalicznej na uwage zastugujq artykuty Birmana [éa, 8#]. Problem
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ten dyskutowany jest tez w pracy [éc],

Szereg innych szczegétowych rozwazsi moZna znalezé w pracach [9-14 5

2, Bardzo waZnym narzgdziem w teoretycznych badaniach struktur kry=
stalicznych jest teoria grup, Widoczne to jest tam, gdzie mamy do czy=
nienia z konstruowaniem stanéw energetycznych oraz wyznaczeniem energii
czgstek lub quasiczgstek w krysztatach, Szczegélnie interesujg nas ware~
tosci energii w punktach o wysokiej symetfii w pierwszej stréfie
Brillouin’s,

Zastosowanie teorii grup pozwala na okredlenie standw energetycznych
elektronéw jeko funkcji bazowych reprezentacji grupy symetrii kryszta-
tu, wzgledem ktérej hamiltonian jest niezmienniczy, umozliwiajgc tym
semym ich klasyfikacjg, oraz daje doktadne informacje o krotnodci ich
zdegenerowania,

Wprowadzajge pojgcie szeregu Clebscha-Gordana moZemy z tatwojcig
wyznaczyé reguty wyboru dla przejds z Jjednego do drugiego stanu ele=-
ktronowego,

Natomiast wspétczynniki Clebscha=-Gordana mogq w istotny sposéb uta=
twié obliczanie elémentdw mecierzowych hamiltonianu, Ponadto okazuje
éie, Ze sg one $cidle zZwigzane 2z eiementami,tensora rozpraszania, Akty'

rozpraszania muszg oczywiécie_zachodzié w polu krystalicznym,
Bardziej szczegdétowe rozwazZania na temat zastosoward wspétczynnikéw

C = G zawarte sq w rozdziale VI,

Powyzsze mozliwodci sktaniajgq do zaj9cia sig@ problemem wyznaczania
wspétczynnikéw C~G i opracowywania moZliwie najprostszych metod obli=
czeniowych,

Wspétczynniki -G moZna obliczaé korzystajge bezpodrednio. z defini-
el ([}4] §5.7) lub dokonujgc pewnych, prostych wyprowadzed z odpowie=

dnich wzordéw (E.S §18, ELG] pupkt 2), Ciekawg metode zaprezentowat
ostatnio Sakata 18].

Jednskie zwréimy uwage na to, Ze powyisze metody wymagajg znajomo=
$ci reprezentacji petnej grupy, Lecz problem wyznaczenia wszystkich

njieredukowalnych reprezentacji catej grupy nie jest zagadnieniem tatwym
Ale w pewnych przypadkach (warunek : istnienie dzielnika normalnego o

8kodczonym indeksie) - vide tw, na str, 38 w pracy [?é] = mozna stoso=-
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waé tzw, reprezentacje indukowane l:20-22] (otrzymywanie reprezentacji
catej grupy z reprezentacji jej podgrupy tzw, reprezentacji matej gru=-
Py lub mate] reprezentacji), Wyliczone expiicite w ten sposéb reprezen=-
tacje stosuje Sakata [18],

Natomiast w pracach Gard [19] , Birmana [15] §60, Berenson i innych
[16, 17] wyznaczsnie wspdlc_zynnikéw C=G sprowadzono do obliczed na po=
ziomie tzw, reprezentacji rzutowych grup 'punktowych podgrup grupy prze-
strzennej, wykorzystujgc réwniez pojgcie reprezentacji indukowanej,
ale bez koniecznodci znajomosci Jjed jawziej postaci,

W niniejszej pracy zostata przedstawiona powyZsza procedura dosto=-
sowena do zwyktych, dozwolonych reprezentacji podgrup grupy przestrzen=-

; ; 3
nej oraz zostaty policzone wspétczynniki Clebscha=Gordana dla On
(grupy przestrzennej zwigzkéw o strukturze A-15), dla R@ R-» GM

oraz YXeX-—>»GleM,
W pracy zostaty uiyte reprezentacje w/g Millera i Lova [25]
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II, Grupy przestrzenne,
1, Grupa Przestrzenns,
Krysztatem nazywemy uktad atoméw o nastg@pujgcych wtasnodciach
i) istnieje taka skordczona liczba dodatnia, Ze odlegtoss miedzy do=~
wolnymi dwoma etomami jest nie mniejsza niZz ta liczba,
ii) Jest on niezmienniczy wzgledem grupy sleciowe:j T
{R)_nf 1+n2a2+n 39'"'49 2’neZ}
gdzie a,, Z’ cl3 8q trzema liniowo niezaleinymi wektorami w S~wy~
miarowej przestrzeni euklidesowe R3’ a Zoznacza zbldr liczb car-
kowitych
Wektory a,, ?z! Ei; nazywajgq si¢ wektorami bazowymi sieci T, a
dowolny element A € 7- Jjej wektorem prymitywnym (trenslacjg prymi-
tywng),

Grupg punktowg naiywamy skofczong podgrupe 3=wymiarowej grupy orto-
gonalnej 0(3), jeZeli transformuje ona Pewng sieé w te samg sieé,

Gru upg przestrzenng krysztatu nazywamy maksymalng grupe symetrii

tego krysztatu

G—{{N T+8} . R’eT e P, Z(g=0}

) (321
-
{(plt}x:??+t . GK) ; 5 ?+R), ,
gdzie T- pbewna sie P - grupa punktowa tej sieci, £ ~ element tozsa~
e

mosciowy /D y &8 T = liniowa kombinacaa wektoréw sieciowych o wspétczyn=
nikach wymiernych, Wektor ‘l' nazywamy nieprymitywng (uteamkows) transla-
cjg, W ogélnodci jest on réiny dla kazdego cgeP co zaznacza sig uzy-

wajgc stosownych wskaZnikéw,
Grupg przestrzenng nazywamy _morflcznq, JeZell ‘r' Jest wektorem ze-

rowym w R dla kazdego e P
e, Grupa wektora falowego,

g
Grupg przestrzenng wektora falowego (ozneczang przez G(k) ) na=

zywemy zbidr tych elementdéw ’{‘? , -t } grupy przestrzenne,] 6 dla kté=-
rych c(eP spetma

- e bt 6 (11.2.1)
gdzie b - dowolnl wek_gor sieci odwrotnea do T czyli wektory ?k i
sg réwnoweazne c(k = k 5
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Grupg przestrzenng moZemy rozitozyé na sum@ prostg warstw wzgledem

8rupy przestrzennej danego wektora falowego

6 == {wlZ,16(k).

= translacja utasmkowa odpowiadajgca elementowi

gdzie {c(dﬁ?d}eg, 7

.3

(I1.2,2)

’ 3
s € P, a s = indeks grupyG(k) w grupie 6 ,

5, Struktura A~15 :

Krysztaty o strukturze A~15 posiadajg niesymorficzng grupe prze-

strzenng oz (PaZm),

W tab, 1 przedstawione zostaty
elementy fektorgrupy 0: /T, wyko=
rzystano tutaj oinaczenia elemen~

téw grupy punktowej 'Oh, ktére sg
pokazane w tab, 2 wzief:egj 4 [23] S

Pierwsza strefa Brillouin’a

3
dla OA pokazana jest na rys, 2

Tabela 1
Elementy 0:/7"
f1]o} {137}
2l0] (el T?
{310} {157}
{10} {167}
{510} fa7| 2}
{e] o} f18|7F1}
{2i o). f19| 2}
{8] 0} {202}
{9 o} {a1]}

flo] o} {22|®}
{11| o} {237}
{12| o} {a4|7}

{25 ] o}

{26 o}
{27 | o}

{28 | 0}
29| o}
{30]| o}
331 0) .
{32| o}
{33| 0%
{34] 0}
35| 0}
{36] 0}

FiG, 2 The first Brillouin zone and the representation domain
indicated by heavy lines for the space group Of. The basic vectors
of the reciprocal lattice are b, b,, b,
{37] 7}
(38| 7}
{39| 7Y
(40|75 1 - 48 = oznaczenia ele-
{41 | T} mentéw grupy O, ,
-» 3 ©
la2| T s (1,1,1)2-"- translacja utam=-
{43 ] Y kowa sieci, '
{ag | T S Q; - stata sieci,
(45| ¥ }
la6| T}
(49| 7}
{48 | 2 }



Tabela 2

L) - s
s ; Systems other than Rhombohedral and Hexagonal
l/ : 4
Direction Cosines of
Operator Effect on Rotation Axis and Angle of Operator Effect on
Number Symbol e Rotation : Number  Symbol X5y, 2
E X2 oy 0° 9 / Caxe, hnes s

c2x X, =y, =2 1,0, 0; 180° 26 SIGV —x, y, z
c2Y —X, ¥, =2 0,1, 0; 180° 27 X, =y, 2
C2 Xy T AL 0 1; 180° 28 SIGH = x,y,—z

LV T S S B 16 R

el
2 x e e = 2000 29 o,

o I : :
6 TR TX iy ) . 30 =Y. 70X
v s V3'V3 A3 ke
: o)
7 -y, 2, —x ——, e, —— 120° 3] =7, X
5 VIV V3 o

‘“l—; 240° 32 Y 2, =x
9 C3Xrz T4 ) — —: 120° -9 -2, —x, =y

| I
s = )0 34 =r. Xy
Y3 VA A :

o I
11 =2, X, =y T e e 238 Z, =X,y
? V3' V3 V3 ; :

: ) :
12 = ey s e e 9409 36 2, X, —y
% VI3 \3 y

13 Tk Y _'-]—‘ TRy O; 180° 37 SIGD LR A

14 C4 =y K, 7 0,0, 1 90° ; 38 S4 Yk rez
5 b e 00,1 290° 39 —V, X, =2
]

16 ‘2D Sy T 1 -L, 0; 180° 40 25 4 e S

17 —Xy=Z, =y 0, —, ity 180° 4] iy

I8 —X, 2,y Q, -—L.Q 180° 42 X, =2, =y
V2

19 2 =00 1,0, 0;90° 43 =\,

20 X5 2=y I, 0. 02700 44 Pl
1 1 .

g AR e {0 Sos SO FELEE 2 B T d i 3 %

-.1 e e ¢ Vil 0, 9,1 l?O 45 b

32 =Y X 0:1:0:270° 46 Z, =y —x
| ] ; :

o b ST 5 S a2 b, o e .

23 3 =K ey 0, o 180 47 L Y,k

24 B 0, 1, 0; 90° 48 —Z, X
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III, Reprezentacje grup przestrzennych jako reprezentacje
indukowane, :
1, Reprezentacje indukowane,
Okazuje sig, ze grupa translacji T Jest dzielnikiem normalnym
o skorczonym indeksie grupy przestrzennej 0 y ktéra jest grupg dys=
kretng, tzn, nieskodczong, ale o przeliczalnym rzedzie, MozZemy wiec
wykorzystas pojecie reprezéntacji indukowanej (np, L22] str, 35)
i wspomniane we wstgpie twierdzenie ( |:22] str, 38) w celu otrzymania
wszystkich nieredukowalnych reprezentacji grupy G 2z nieredukowalnych
reprezentacji grup wektoréw falowych G(k)
Nieredukowalne reprezentacje grupy przestrzennea wektora falowego
G(E) bgdziemy oznaczali przez J(U(:)klls indukowane z nich reprezenta~
D

cje grupy przestrzennej G pPrzez (wskaZznik L numeruje rézne

nieréwnowaZne reprezentacje grupy wektora falowego),

Niech _, _ .
= 6(K)+ {@lB)6(k) +. .+ {%n%’,}e(k),u...
{«eatra}e( + .+ {edTI6(K) .

Wtedy na elementy macierzowe reprezentacji indukowanej otrzymujemy

(I3 il)

wyrazenie
K IR :
me( )dm —-c[ ({%ll’d} 9{%!%}) = &.?d ’ (III.1,2a)

-’

gdzie 9’2{?'?}) &;93 = { '11 94# {‘?’dl’t‘d} R{Q’dl }6 G(k) -(I11.1.2b)
x 0 ;3 W rmuwwv\ e 3

oraz d,é’:Jp__Js , gdzie s = indeks G{k)w’e S &24""’7'?&’ gdzie

Np, = wyniar l-tej reprezentacji grupy 6(k)

Wymiear reprezentacji indukowanej grupy 6 réwna s8i¢ iloczynowi wy-
miaru reprezentacji grupy G(k} i indeksu G(k} w G

Widzimy wigc, 2e wszystkie nieredukowalne  reprezentacje grupy prze-
strzennej G 83 numerowane wektorem falowym k i numerem reprezentacji
grupy wektora falowego G(k)

Uwaga, Zauwazmy, Ze dla danego ¢e( , dla keidego wskefnika g istnie-

- i

Je tylko jedna wartoss wskagx(x}lka d taka, Ze {?,Iﬁ} 9,{%!?3}5 6 (k) ;
(k)

Widzimy wiec, Ze macierz J) sktada sieg z s2 blokéw oraz w kazdym
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wierszu i kaidej kolumnie istnieje tylko jeden nieznikajacy blok,

Zdefiniujmy teraz promienie taw, gwiazdy wektora falowego
%37

(oznaczanej przez ‘( ) nestepujgco
-~ -
ke = ¢,k LAl (I1I1.1.3)

Lemat, Jezeli hg{tg\?}eG(K}’

4 > - 1-4 T :
to Adf{?dlrd}{¢|?}{?d‘rd} € G(kd), (I11.1.%)
gdzie kd Jest zdefiniowane przez (III.1.3),
D, Wystarczy sprewdzié (II,2,1).
> \

-4 s & ™ = -)V -» L -
Te? % ko«‘-“l"a‘t"f’d ‘fd“:‘z”f\"k: ‘{’«k:‘kd' c.n.d.
Poréimy w (II_];.l.Ea) d=d , Otrzymujemy wtedy dla nieznikajgqcego

(k)4 RNYy; = -4 -

bloku )i (g)dd: i ({va? g{ el Tu}) (III.1.5)
<

Jezeli w szczegélnodci ge G{k,), czyli g= hd, to (III_).l.s) stanowi wy-
razenie na reprezentacjq grupy wekt{oga falowego ( (ka)

3 ) () :
:D(k)“}(ha)ad o o (h,) : (111.1.6)
Podstawiajge ¢= hydo (III.1.5), korzystajac z (III.1.4) 1 poréwnujgc

z (III.1.6) otrzymujemy

(L (k) (4) -4
[ )(h,) = ﬁfdl?,,} hd{c(dl?,}),
-
gdzie hye 6 (k,) - ‘(d = C(d‘[
2, Iloczyn Kroneckera reprezentacji indukowanych grup przestrzennych

S50 0 G Y

0g6lna definicja iloczynu zewngtrznego (inne nazwy : iloczyn tensoro-~
Wy, iloczyn Kroneckera) reprezentacji jest znana ( [l[_t] $5.1).

W zastosowaniu do grup przestrzennych mozna go zapisal
) 4 A (k)(L)

()4

UROCYRE VL e
Vo - 3 .

- dade,dd d o ;

W ogélnosci iloczyn Kroneckera reprezentacji nieprzywiedlnych moze

byé przywiedlny do Sumy prostej reprezentacji nieprzywiedlnych
Ry AR PR R (R
3 e = == i (III.2.2)
AN :
Wyrazenie to Dazywamy szeregiem Clebscha=-Gordana, Wspétczynniki

g 2)@")( 4)
CL e gkreslf,jq czgstodé wystepowania w iloczynie Kro=-
(k)0 @)
neckera ]) @ D z
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IV, Wepétczynniki Clebscha~Gordana dla reprezentacji grup
przestrzennych,
1, Reprezentacje indukowane grup przestrzennych a funkcje bazowe
reprezentacji grup wektora falowego,

Rozwazmy rozktad grupy przestrzennej 6 na warstwy wzglqdem grupy
wektora falowego G(k) ‘

6 = G(k)"'{%\rz}g(r(’)* . +{‘(’dl s} 6( k)+

‘(«IT-} 6(k)+. + {¢s\E} e[k ) ; (1v.1.1)

gdzie s Jjest indeksenm G(k w G

@) "
Niech uktad funkcji ‘%‘ 0 - n?i ) bgdzie bazg l—teJ repre=-

zentacji G(k} ( 7z~ wymiar reprezentacji) tzn,

/{)%Hh} 1}’(““)»“‘ E () ‘“O( {c(h ,‘}) (1.1.2)

gdzie {rAIT}eG k), a dzialanie operatora ,;_ (q - dowolna transfor-
macja wspéirzednych przestrzennych) okreslone jest nastgpujgco
) ~{ > :
£ witl=y (7). e
Zachodzi oczywiscie £ f.- Ry 8 W szczegdlnoéci f;/’fo: I :
&y e :
Zdefimquy nowe ukiady funkcji x/)o, (d=4,...,s ) dla kazdej repre-

zentanty werstwowej w (IV,1.1)

&I a5 P (R)(L)
oo Do Y, (IV.1.8)
Rozwazmy dla B 6
89 ~ivitle wyrazemfi;w

/?‘(I? You = P{?lt}f{qdlr,}"f' Eid

- E ga{ql?}d P“f’c’TEJ’P{‘r’dl"}‘ P“r’“‘} P{‘t’al'fdj r\)(,o‘

(R)(4)
= $ 3101214 Plea i} Prosi? Y ' 1elT{eal T} Yo

Skorzystalisdmy tuta;j z (II1.1.2bH) I uwagi na str, 8, Dla @ okreélonego
przez d- i{¢/F}¢ 2achodzi {f(a”‘"} {‘FHH%ITJ}G G(I) i korzystajac

s 0INi.2) L (1v.1.8) mamy
() (4) s "R

&)
/}‘(’If} Wee - = E (gof‘rl?}d 8% 175} = 2 “f’mm,"l ({?"ﬁ’} {(P f}{?dl?j)

d=
S Al :i’nu (k)ll)
== > lies1 %Y {erFHra %), Sore
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Czyli uktad funkcji Vao tdnd. 5 a=4.. ng, ) stenowi bazg re-

= 3% s
; Ky ¢
prezentacji indukowanej Z) grupy

Q”‘mﬁ‘(l?})g&’“ = J{w({?;l?3}-'{?5}{%!?2})&-5;{?,1;9: (1V.1.5)

£ por, (111.1.28)) ®an.

e

< 2o i
/{)w?} Y - ; E%‘;’“’ ({Cfﬁ)})ﬁ’d“ e

2, Wepétczynniki Clebscha=-Gordana dla'repfezentacji grup przestrzen-
nych, |
Okredlenie wspétczynnikéw Clebscha~Gordena dla grup skoriczonych jest
znane ( [?%] 85.7). Zestosujmy je do grupy przestrzennej 4 ),

4) Zwréimy uwage na fakt, 2e przenosimy tutaj pewne wyniki teorii

grup skorczonych do teorii grup przestrzennych, ktére sg przeciez z de-
finicji nieskodczone, Ale zguwazmy, 2Ze rzgd grupy przestrzennej jest
Przeliczalny i w zwigzku z tym moZemy go uzywaé jaeko pewnego, dowolnego
paremetru, ktéry akurat w naszych zastosowanisch w trakcie obliczen
ulega redukcji.

Poza tym istnieje drugie, fizyczne,wyttumaczenie takiego postepowa=
nia, Wiemy mianowicie, ze indeks grupy translacji T w grupie przestrzen
nej G jest skoriczony i dlatego te? Przyczynek do nieskorfczonodci rzedu
grupy G daje ta pierwsza, Wprowadzajgc tzw, warunki brzegowe Borna-von~
~Karmana moZna zrobi4 grupe przestrzenng krysztatu grupq skordczong,

W tym celu przyjmuje sie, ze ¥
{5 lai} = {E |O} ’

gdzie 3} (i=1,2,3) - wektory bazowe sieci oraz N Jest dowolnie duzg
liczbg naturalng, To oznacza, ze nieskorficzony krysztat zostat podzielo~
Dy na dowolnie duZe, ale skofdczone obszary, W kazdym z tych podzielo-
nych obszaréw w odpowiadajgcych sobie punktach Panujg doktadnie te same
fizyczne warunki, W ten sposéb ztozenie translacji {¢|N&;} (i=1,2,3)

i operacja identycznojci {e1o} $q nierozréznialne, Powstaty w ten spo~-
86b obszar nazywa sig¢ czesto obszarem podstawowym, Jest on dowolnie
wielki, tek 2e réinice w poréwnaniu z nieskodczonym krysztatem bez brze-
gowych warunkéw periodycznosci 8q zaniedbywalne, Pewne matematyczne
wielkodci (widad to bedzie w niniejszej pracy) i co za tym idzie réwnie:
fizyczne mogq nie zaleZes od wielkosei tego obszaru podstawowego okre=~
$lonego przez rzgd grupy translacji réwny N2,

Rozwazmy rozktad iloc¢zynu Kroneckera reprezentacji na sume prostg

- s ' P ?u i .

. - l“ C‘ " “l :

Niech uktady fq?ﬁiji .
(k)i :

,\Vdof,‘) ; 624,.\,,5j 0(::4:\,., npy

(ke

'’ § 29 2608 2 =dyeny mpiy



e
"o S o; = ,{’.‘. 5.1 e &''= 4,..’ n->, =

bedgq bazami reprezentacji grupy przestrzennej 6 indukowanych Z repre-

zentacal grup wektora falowego odpowiednio le) G(kl G(k/, 5,5,5" = in~

11 -,' _-?‘

deksy G(k Gﬁ(’ G(k) ; MZ"%"gr wymiary reprezentacji 6({(’} 6k}, 6(k),

Wspétczynniki Clebscha-Gordana stanomq transformacje unitarng mie~-
(R &) g ){U

dzy bazg iloczynowg funkcji '\F&x Yo -8 bazg Yoy

- - - : S n
Ky -Ss EikLpk L pl W)
’LIJ e __d_ dd dx d“d. dd Qfdldi ’
e LB (Iv.2.2)
§= Sip ‘
Wspétczynniki C-G zapisujemy czgsto w postaci
- =) oy RS
& - Lk A
r i u(klaky'i) — k”“ R “f (1V.2.3)
du Q' @y = dw dul (KNI)pd'u — \Bad'[8" a” : &

Wymiar macierzy wspét czynnikéw C-G réwna sig iloczynowi wymiaréw

- -y
reprezentacji grup G(k) ’ G(k‘) razy iloczyn indekséw tych grup w grupie
przestrzenne] 6

Istotng wtasnoscig wspétgz nnikéw C-G jest fakt, Ze sprowadzajq one
(k )‘”DU‘)U u (}
iloczyn Kroneckersa :D

do sumy proste,) reprezentacji :D 0,

zgodnie 2z réwnaniem (5,115) z pracy Ll4 - mozna zapisaé w postaci

ar QY 0 (R kK
- KAk L]k l)D)” 6“ ( _‘“X“)z
ava spep 0% B aep Sary | Pl P
ru( iy ‘ (1v.2.4)
R -

Tw, Jezeli bazy reprezentacji wystgpujgcych w szeregu Clebscha=Gor=-
dana poddamy transformacjom podobiefdstwa odpowiednio A, A ’ A y to ma~
cierz wspétczynnikéw Clebscha-Gordana u. -ulega nastepujgqcemu prze-

V= (AsA)U A"

gdzie V - maciersz wspdtczynnikéw C~-G po transformacjach baz,

ksztatceniu

Sprawdzenie tej wtasnodci mozna znaleié w pracy ,ELS] §18y' :



3. Struktura blokowa wspétczynnikéw C-G,

Przeksztatcajgc odpowiednio rdwhanie (Iv.2.4) 1 korzystajgc z rela-

cji ortogonalnodci dls feprezentac,ji (oczywisdcie pamigtajgqc o tym, ze
rzqd grupy przestrzennej traktujemy tylko Jjeko formalny parametr)
otrzymujemy

(u,@kl) u((’,l. @ kA% o
S Userinn o Uasiogiei =
(kP4 )%

% z) _ (k')(‘-)
k r z (k) o’d dot (?)Jd dd J) (9)‘ ')""(j[v 3.1)

66
gdzie Nz, - wymiar rz tacji @ }U G - -
e ym prezentac] rzqd grupy prze

strzennej G

Zauwazmy, Ze zgodnie z (II,1.1) zachodzi

g={eI ¥} ={eIT+R} = {e I THeIT} | peay
:D(k)(t){ s ~§ l)(k)(t)( feRY), . kR)(i)({ ~>})gpld’d

2 i U ({5175} {HEHY’S"‘?}) dtet?f}fmw(}({?l-)})

Korzystajgc z tego, 4e grupa tronslgcji Jest dzielnikiem normalnym
grupy przestrzennej oraz z réwnania (III.1,7) otrzymujemy

p 4 ( =
_z J(k)l)( Te[7 ) gs’ 3(”‘)({?” )y{ljg;

( A;'{;IR}g okredlone przez (II1.1,2b) przechodzi w tym
przypadku w zwykigq delte KI‘oneckgra &, )

= QXP“'F‘E)K & D™ 1)

$R, da
EXP L ) D ( “\ “) 03),‘ )(“}

Anslogiczne wyrazenia otrzymujemy dla
Fodstawiajge je do (IV,3,1) mamy

N o L, > > >
Z udddo{ 3'a" u e Fe T ":;’ %TEXP["‘“(J'*E;*E")R]*

®XY, -
S 3o, )
{c(l?jeG/T ’



Ale

ReT 2 mem?’m T

gdzie ,PI = rzgd grupy punktowej danej grupy przestrzenne],

_ ._,-’ : _k,= 7
ZQXP( kR)‘ /IPI am

- dowolny wektor sieci odwrotnej Wigce

R e kL) uU(LGkI)k s
2 UM‘ W8 Lada @y =

(kX i (0 WAL
N7‘(2 {{?’IT‘U& 3 Dk ({ I¥ Ud"d'a'D ({‘P[r)d " (IV,3,2a)
elTiel/T -> - W
przy warunku d + kd' o kd” =1n Z (Iv.3.2b) "

Sumowsenie odbywa sie po elementach faktorgrupy G/‘T :

Dla promieni wektoréw falowych -l(' |( ‘(" nie spetniajgcych warunku
(IV.3.2b) wspbtczynniki C=G s zerami,

Z réwnania (IV,3,1) czy tez z (IV.3.2) widzimy, ze struktura bloko=-
wé reprezentacji przenosi s;q réwniez ne niacierzé wspétczynnikéw C=G,

Réine bloki wspétczynnikéw oznaczane bedq wskefnikami o , ¢', d"

Korzystajgc z (III 3 5) przepiszmy warunek (IV,3,2b) w postaci
@Ys ‘( + S k = (\"JHT:” § (IV.3.5)
gdzie d=4, .. s;4d':4, g;d"=4, 555 s"~ indeksy 6(K),6(K), 6(K") w 6
oragz {‘r’a"?o‘} > {%.li-;.} ’ {193,.(:1'}..} 88 reprezentantemi warstwoyvymi rozkta= -
déw grupy przestrzemnej & na warstwy wzgledem G(l?), G(‘?), G(R_z). Réwna-
nie (IV,3,3) pozwala nam s'cwierdzié', dla jekich d,8' 8" wspsiczyn-
niki C-G sq rézne od zera, czyli moz'émy ustalié, ktére bloki nie zni-

kajg,
4, Blok (1,1,1.).

W w1ekszo§ci zaetosowaﬁ warunek (IV,3,2b) zachodzi dla d=6'=4"=4
tzn, l( + k = ’(“ ; i (IV,4.1)
Wtedy w réwnaniu (IV.3.2a) prZyjmujemy =3 =d'=3' =4"= d“ 1

N2, '
2 uuu fo uta P F i ! E

"y 7 ; '
m?{‘f" W ) mii‘f‘"’j)m ) )((2‘«' Dy
’P, {' '.?}e 9/

_ Mgy @), o @)
_/?.4. ol (Mr ) d (MT’})&.‘J‘ ({cp/r})““;, o ave.2)
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'Sdzie N:_. G(DT G(k/ A G(k /T -

Réwnanie to definiuje (1,1,1)blok wspélczynnikéw C=G,

Obliczamy go naste@pujgco,
Rozwazmy dwa przypadki ,
D =1,
Podstawiajqe = a¢'=;",u"-.-.-7‘ zna,jdujemy jeden rézny od zera wspéiczyn=
nik, powiedzmy dla w=«,,x'sm«) «=w", Woedy ustalamy fazg a,“ fo} Mo,
jako rzeczywistyq; podstawiamy ot—oco,a‘ =L ’u _.‘ "1 obliczamy prawg stro-
ng (IV.4.,2) dla wszystkich dozwolonych wartodeci oyl «", Wten eposéb
otrzymemy caty (1,1,1)blok wspétczynnikéw C=G.
W r3
Zauwaimy, £e lewa strona (IV,4,2) dla ustalonych «,x', " jest liniowg
‘kombinacjg wspétczynnikéw C-G, A poniewai kaz’de{ liniowa kombinacja
wspdtczynnikdw zadowala nas moZemy wigc oddzielnie obliczaé U,w,“ 4‘ £ aaeiq

u1i4u',fu“' W tekim razie znajdujemy ré2ny od zera wspétczynnik, ktéry
daje nem (1,1,1)blok dla r:l . Nastgpnie szukamy kolejny niezerowy
wspétczynnik, ale o wskaZnikach réznych od wskaZnikéw wspétczynnikéw
Pierwszego obliczonego juz zbioru, za pombcq ktérego obliczamy (l,l,l‘)_
blok dla f’=l . Postepujemy tak dalej aZ do osiggniecia maksymelnej
wartodci r é

Gdy (IV.3.3) zachodzi dla 6,0' 0" niekoniecznie réwnych jednosdci
‘PostQpujemy nastgpujgco,
Niech np, (IV,3.3) jest spetniony dia 6=d={ 1 dla d"f.ﬂf . Ponie~

" /( ‘7(

S Ry ™ @i

Wtedy zachodzi (IV 4,1) i dalej w réwnaniu (IV.4,2)
(k“}(t“) m
in o kd..)(L)

waz podenie jednego dowolmego promienia okredla catkowicje gwiaqu we=
ktora faloweso moZemy Jeko pierwszy promied wybraé nie f
tzn, I(,-r(,,(:,.
uZywamy nie c‘ . Gdy nie memy tej drugiej reprezentacji
tylko pierwszq, to wykorzystujemy réwnanie (III.1.7).

5. Blok (¢ ,d',8"),

Powréémy do réwnania (IV,3,2a) i podstawmy o=d . d'= &'y s''= g"
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* —

= Udagu g %aa s =
9

_ Mea - tk/(t i ,k),,
=¥ G,,J’ oY 7 e R

Korzystajqe z (III,1.28) i 3.7 mamy

“ 4 l) 21 *
=S M P 4"“’)&?/ i *

Ip| =
{eIPjebr
"'[;Wlﬂﬂ’ Co{@(Tid {d{c(( )7
= Nge &)Y e Wl 7
I {‘e;’ﬂe 53,; ({ﬂﬂ) ad (e (T})oé’o? d {17 j) g “,

gdzie Nddd'= )/4_ A G(ka%_ S G(lc/gf Czyli

z udad’ot gl duo'& gt =

NL‘A
" 1ol =g ) &“’ 4D
el e Mag40
Dla {‘?I%}é Nd’d‘a" zachodzi

(k‘/() - (16 %
LR R L I Rt

- -
A s < o
CF kd - 4 3 CF ‘(d' - J‘ ) t'( kd“ Su : (IV 5.2)
Rozweimy element {C(zl‘l'z} ktéry rotuje (1,1, l) w(d,d', e )blok

wspétczynnikéw C=G i taki, Ze
> -

o i
: ~ l:: ) 0o N V.5
‘(z“‘kd s ?z fkd‘,,‘fskzkd" ( .
z(1v52)1(1v53)mamy -, '
reidien g W
¢z ﬁ”‘r’zk .[: ) C(’;‘("&kzk y gy ‘(Ek“ )
czyli

{0, 1%, ij {cgzln} {ql?}{g?} e 6(K)A6()AG(K) (1V.5.4)

Zauwazmy, ze zgodme Z (III :.3) zachodzi

— —

ko’ ) %‘k'gkd, s Fo k2 kgu (17.5.3)

2{IV.53) 4 i1v.s 5 wynika, Ze {“(zl cz}l %H’d} mogg réznié sie je~
dynie o element {c(klré,\,} € G(k) (1v.5.6)

tzn, { %z ﬁ'}} = {‘eal?d}{‘fkﬁ)k} : (I¥.5:2)



snalogicznie mamy dla G(k') i 6(k o -
Obliczmy korzystajac 2 (IV.5.4) 1 (IV.5.7) dla {¢|7 b e Nogrgr
{((lec} {?i’r}{((d‘?q} -

—{‘rdlfa}{%! }{%lf +R gl } f‘(’dl‘l.'d}
SONE AT NS S VO 4 00 B

Korzystajgc z (IV.l1,5), (IV.5 o4y (TV.5, 6) 1 (IV.5, 8) mamy

(L)(L)({ |'r}) Lot J{“w({q’g\fk}{?’*"r +R }{cpk]fk} )
[J(t)“o)({ l¥ }) fk)u)({(fx x}) k)“)({ 'ﬁ})d(k)“t{‘fk Tk)

fk M4
- QXP(“Lk'R )(l ?x -)}) Z (Ivsga)
ol o
gdz:.e J( d"r(,, 'T}}a Jest wynikiem przeksztatcenia przez transformacjeo
podobpienstwa
A = J(k)(“({‘fk‘;k}) (1V.5.9b)
(R e

reprezentacji d

’({'(xl‘:}) oraz i: =-%§ —': :

() (k") (1)
Analogiczne wyrazenia otrzymujemy dla ;D i :D 5

Podstawiajgc je do (IV,5,1) (pemigtajgc o (IV s | 4)) uzyskujemy

¥ / o
2 gt g0 grrg udotda gy = N exp[ c(k +k' -ki')R ]

T
) e
» > 4P em i e LT ((CAEA I
{exiP YelN
.‘;¥' (1 0",
{ = 4" enr? }) -al‘w‘“({?x ‘:}) s @ {alT1), . e
x} €N xJ o1 P17
przy warunku |? k k“ S hER. istmeniu niezerowego (1,1,1)bloku,
gdzie N= G(k/ 5 G(ky G(k:.)

Patrzqc na prawg strong réwnania (IV.5,10) widzimy, Ze stesnowi ono
identyczany jak (IV.4,2) Przepis na (1,1,1)blok wspéiczynnikéw C~G, ale
dla przekszta!conych Przez transformacje podobierstwa reprezentacji
grup G(k) , 6(Kk ') G(k) 2 drugiej strony (1,1,1)blok dla preeksztatco=
nych reprezentacji jest (o F d‘, d“)blokiem dla reprezentacji nieprze-

ksztatconych, Stosujgc tw, ze atr,. 12 1 uwzgledniajac oznaczenia typu



(IV.5.9b) mamy nastgpujgcy wzér na (d ,d", d")blok wspérczynnikéw C-G

uddtdn
> ey (=1
:[J(k)(( ?k\zk})gcl '({‘(k‘\zk'}ﬂ u 1J ({‘(’k"'*k“}) (IV.5.lla)
gdzie & e =
{ecltc Y ={ealta} (o217} -
{ewl £} :{%4?6,}"{‘(5,?2} : | (IV.5.11b)
(el ol ={ g | T} Tope 1 B
T > ‘+| *‘ -bll —’N
oraz ‘fz l( = ,(a ] C(Zk :-__"‘-’kd' s P= k = kd” 2 (IV.B._llc)

Z przedstawionej metody widaé, Ze wyznaczanie wspétczynnikéw C=G
nie tylko zostato sprowadzone do obliczed na poziomie reprezentacji
pewnych bodgrup grupy Przestrzennej krysztatu, ale réwniez w maksymal=~
nym stopniu uproszczone przez ograniczenie do wyliczania niejako z de~-
finicji .(r-nie (IV.3.2a)) tylko bloku {1, 1 1) (r-nie (IV.4.2)) & nas-
tepnie korzystajge z odpowiednich transfomacai (r-nia (IV.5.11)) po=-
zostetych nieznikajgcych blokéw,

6. Wspétczynniki Clebscha~Gordana dla ReR-—»GM

oraz XeX-—>GMo M ’ :
3 . : \
Dla grupy brzestrzennej Oh punktami 0 najwyzszej symetrii (vide
rys. 2, str, 6) sq F.X X M ) wspdtrzednych

k.=(0,0,0 k(%% “,y) k=(0,7%,,0), k =(%.174,,0)
gdzie Q, - stata sieci, - -

Reprezentacje grup wektopa falowego G(k.:), G“:;) s G(kx) * B(k,,)
oznaczane ( w/g Millera i Lowa [23] ) przez GM(L), R(L),X(‘), M(4) ,

gdzie L numer reprezentacii,

W niniejszej pracy zostaty policzone wspltczynniki C-G dla rozkia-

déw na sumy proste iloczyndw Kroneckera

t)e R(4) > E o GM(L) o A A'=42,39:  (zv.6.1a)

A"=-5



_ = luw
' ; ML) o = ML)« L =1
X(eX()—= = p,.6101) 0 =y ML) ; Li=423,9.  (1v.6.10)
)(‘ua’s "g.;
Zwréémy uwagg na symbolicznodé zapisu (IV,6,1), Nie chodzi tutaj o
iloczyny Kroneckera i sumy proste reprezentacji grup wektora falowego,
& 0 iloczyny 1 sumy reprezentacji indukowanych_ przez n;e. Scidle nale-

Zatoby napisaé

() (4"

() (4) CAIY;
3" ) = % &g D : (IV.6.1a’)
- - . - l" ol 7
" ‘ll .

Wspétczynniki 014

reprezentacji w sumie prostej dla denego iloczynu Kroneckera, Dla ine-

S Pz"'fl“ 8q krotnodciemi wystgpowania odpowiedniej

teresujqcych nas przypadkéw wziete one zostaly z pracy [24].
e ﬁinie,jsze,j pracy wykorzystane zostaty reprezentacje faktorgrup
G(‘;){_,G(‘Z%_, G‘I‘:’/T . G(k”)/.r wyznaczone przy pomocy komputera w/g
Programu zawartego w [jz] y Da podstawie reprezentacji generatoréw
i relecji okreslajgcych podanych u nas w teb, 3, a wzigtych z l:25—l :
Dostosowujgce oznaczenia wprowadzone w Poprzednich punktach teg;
rozdziatu do konkretnych warunkéw mamy
) i}a iozklaslf'w (iv.6.la_)>" e
kak, ¢ Erk, s k=k
6 = 6(ky) |

G =6(k r) 3
: *‘[ *l‘(’
czyli gwiazdy R? r Sktadajg sig tylko z jednego promienia,

s (IV.6.2)

(1v.6.3)

Warunek (IV,3,2b) nalezy badas bPrzy regule dodawania wektordéw falowych
e — S : :

ketke =k, ¢ [33] veb. 11, str. 532). (1V.6.4)

z2 (Iv.6.3), (IvV.6.4) i (IV,3,3) wynika, Ze dla rozktaddw (IV.6,1a)

istniejg tylko (1,1,1)bloki wspétczynnikéw Clebscha~Gordana,

ii) dla rozktadéw (IV.6,1b)

k= kx 5 k‘: kx . k”.—.— A | (Iv.6.5a)
it o e
g (Iv.6,5b)

o
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Tabela 3,/

- :
Oznaczenie: dn -{nlt’n} , gdzie n=1,,,,,48 = elementy O (tab, 2).

G(k,)/T
F Reprezentacje generastoréw = (w = exp(2Tti/3) )
a2 ds a9 a26 d37
Gu(14) 1 1 1 1 1
aM(1=) 1 1 1 1 1
aM(2+) - 3 1 1 1 : &
Qu(2-) 1 1 1 1 1
;i - 10 3 0. w o 1 0 01
01 01 0w o1l 10
@ (3-) 10 10 w o 10 01
01 01 0 w* 01 10
GM(4+) 100 100 001 Too Too
010 010 100 010 001
001 001 010 001 €10
Gl (4=) To0o0 100 001 100 100
019 010 100 190" 001
001 001 o106 001 010
GM(5+) 100 100 a0l 100 100
010 010 100 010 001
001 001 010 001 010
Gl (5=) 100 100 001 100 100
010 0190 100 010 001
001 001 010 001 010

Relacje okreslajgce

dl= d2 - d2 d3= d2 - d4 d27=3426 - d4 d25=426 - 42 d28=425 - d4

dlo= d9 - d4 dll= dg .d2 dl2=dll - d4 d35= d9-d26 d36=435 - d4
d}3=d35 d2 d34=43 d5= 49 - 49 d7= 45 - d4 d8= 45 - d2
-d4 d32= d5- d26 d30=d32 - d4 d29=d432 -d2 = d31l=d29 - d4
dao.gi7 d4 d39=437 - d%8=d%9 - d4 dl5=d37-d26 dl4=d15 - d4
dl3= d2 dl6=d13 - d4 d41=d437 - d9 d43=d41 - d4 du42=44l - 42
A44d42 - d4 dl8=d41-d26 d20=dl8 -rd4 dl7=d18 -d2 dl9=417 - d4
d45=d37 * d5 Qd46=d45 - 44 d48=445 -d2 d47=448 * d4 A24=d45-426
d23-d24 - d4 d2l=d24 -d2 d22=421 - d4

G(kR)/T :
Reprezentacje generatoréw (w = exp(27Ti/3) )
a2 a4 _ a9 dz2e d37
R(1) 10 : 10 190 10 01
03 o3 01l 01 2 0



Tabela 3 (cd,)

2l =

R(2) 10 10 w 0 10 01
01 01 0 w¥ 01 10
R(3) 10 10 w o 10 01
01 1 0 w 01 10
R(4) 10 0000 100000 003130600 .l 200000020 1
010000 010000 100000 010000 0000
e i000 001000 01000¢ 0040080 0000
S003I08 00200 000010 0001300 1000
B0 00310 09D 0L 00000 000030 Q100
B OO00D0 000001 000300 DO00001 00140
Relacje okreélesjace sg identyczne, jek dla G(kr)/T.
G(ky )/T G(ky )/T
; Reprezentacje - Reprezentacje
generatoréw generatoréw
d2 44 426 437 a2 as d26
M(1¢) 1 1 1 1 X1 )0 10 10
e - % 03 01 01
M(-) 1 1 1 1 L
= = 3(2) 10 10 10
uz+) 1 B 1 1 _ 01 01 01
M(2-) 1 3 s X33 190 10 10
2o = i oy 01 61
M(3+) 1 1 1 1 _ : =
- > 8 310 $ D 10
M(3-) 1l 1 1 : 4 g3 01 01
M(44) 1 1 1 1 Relacje okredlajace
M(4=) 1 1 1 1 dl= a2+ @2 d3= 42 - a4
’ d27=426 ¢ d4 d25=3426 - d2
M) 29- 10 19 061 d28=d25 - d4 d46=445 - a4
83 03 O % 10 d48=d45 - 42 d47=448 - d4
- d24=345.-426 d23=d24 - 44
M(5-) 10 -0 i D 03 d21l=424 - d4 d22=421 - d4
01 ' 57 R 03 10

otrzymujemy z relacji dla
G(kp.)/T przez ograniczenie

Relacje okredlajgce

sig do czterech generatordw,

O OO O FIO
ool ol ol e)

d45

- O - O ~ O
o i O i

=~ O
o |

o |
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6=G6(K) +{510}6(K,) + {310y 6(F.) .

G = G(k,.) " | (Iv.6.6)
6 = 6(K,)+{510} 6 (K, )+ {910} 6(ky) |

: w7 X : . : 3
czyli gwiazdy kx, km sktadajg sig¢ z trzech promieni (vide tab, 4),

Werunek (IV,3.2b) nalezy tutaj badaé osobno dla dwéch regut dodawania
wektoréw falowych

kx =% kx = kr , - _ (IV.6.7a)
i 3 — '
k +5k, =k, ¢ [53] vev. 11, stz s32) (1V.6.7b)
Tabela 4,
{2a1%} | {410} {50} {9]0}
e > > > = > -
k I(xzkdﬁ Skxzkd-_-z ‘9kx= ko’:3
o G - —P; = _>|
.E kx=k4.=4 5 xzkd‘-.a, 3kx=k =3
T —k* Tu ,
 Pheleai . s ey
k kmz a'=1 5 km= kd" 2 I m- Kgrsg
Tabela 5
g o'c" {‘(ZITE} {‘f’u‘-{x}w» | {‘f’k_'|?k} m{“_’;k‘i‘"'Tk }
o) | 6li) | 6(k,)
312 {1]0} {1] 0} {1] 0} {1]0}
21 {5]0} {1] 0} {1] 0} {5]|0}
331 {910} {1/ o} {110y | {9]oj
_____ | ofk) | elsk) | 6(R,)
121 : (111) | l1]of} {101} {1]0} {1]o}
133 | (123) |{21]?} {21|7%} {17|7} 13| 7}
231 (231) (13l¥T | 21710 | ol FY | (23] 7
352 ; (222) | {s]o} {10} {1] 0} {1|o.§
313 | (333) | (olo} | lijop | t1fo} | {1fo!
322 L) DF | 2P | 9T [13| T}
| | ‘
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Obliczajgc zgodnie z (III,.1l,3) wszystkie pfomienie wektoréw (IV,6,5)
(tab, 4), podstawiajgc je kolejno do (IV,3,2b) i wykorzystujgc warunki
(IV.6.7) otrzymujemy wartosdci wskaiznikéw d, d', 4", umieszczone w
pierwszej kolumnie tabeli 5, dla ktérych istniejg niezerowe bloki
wspélczyhnikéw O=G.

; e e ; w

Elementy {({z‘?z‘], {t(k]tk}, {(ek“*k‘}’u{‘(k“\*k“} niezbgdne do oblicze-

nia wszystkich blokdw wspéxézynnikdw C~G przedstawione sg w tab, 5,
. Zauwaimy, ze dle rozktadu X(L)s X(l'}-" Ej‘uﬂ(l.") wystepuje sytua~

cja oméwiona przy kodcu punktu 4, TutaJ za k (czyli pierwszy promieﬁ
gwiazdy wektora falowego) zemiast |<, przyjeto 5‘( tzn, k 5k

Promienie wektoréw falowych dla tego rozktadu przedstawione sg w tab,6,

Tabela 6,
Gl g Sl 9]}
g -> -5 s > -
K k)t: '(d=4 5. X=Id=2 3 k)(:kd=3
-'n' P _T T T T *t
—i S K= J'=q ‘9,("2, a's2 kx:‘(d'=3
4 I-_*’:. T > = o
< N- AL 5 Hz 6“':2 3 N:kd“?-B

Korzystajgc z tab, 6, (IV,3,2b) i (IV,6,7b) otrzymano wskefniki niezni-.
kajgcych blokéw wspést czyﬁnikéw C=G, ktére jeko pomocnicze umieszczone
8q w nawiasach w kolumnie drugiej teb, 5, WskaZniki te zostaty wykorzy-
stane do wyznaczenia elementdw {¢r|Ts], {Q’RIIS : {f(k:(z(.}, {?’ku’f‘ku}

aa X(t) eX(L) = =y M(4")
Obliczmy przyktedowo te elementy dla bloku (231) (druga kolumna tab,5),

Korzystaaqc 2 (IV.5.118) i (Iv,5, llb) memy
'z'\:‘l‘azz gz K'= ‘d‘=s Yy k "kd’"

‘; s - !
C(;'T,?'-°kx ((2.5/::5’(‘, CI’XI(::E kM
g DT \“/
5z l\<\ = Kx &ses(k’;) @ € G(‘ZZ)
\ : |
9¢s € 6(k,) | e wid
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orns {m%’} {510} {m—r} {2417},
{ pelBed = {910y {(131F) = {471 T},
{ el By= {110} 1317} ={131%} .
Dle otrzymania wszystkich blokéw wspétczynnikéw C=-G dla rozktadg_
(L)@X(“‘*EX‘L"M(I } w réwneaniu (IV,5,11a) podstewiono J.”( it

‘i (K= kx){t')

a nie , &8 w obliczeniach wykorzystano (III.1.7).

Powracajgc do poprzednich (tab, 4) oznaczeh wektorsw falowych otrzy-
mujemy wtadciwg, wspélng dla obu kanatdw rozktadu (tzn, sumy prostej
reprezentacji indukowanych przez GH(1)1 sumy prostej reprezentacjl
indukowanych przez M (L) ) numeracjg niezerowych blokéw wspétczyn=
nikéw Clebscha-Gordana, umieszczong w kolumnie pierwszej tabeli 5,

Uwega, Ostatnio zostaly policzone przez Lee i Birmana [55], jeszcze
nie opublikowane, wspétczynniki C-G dla niektérych iloczynéw Re R,
ale dla reprezentacji Kovaleva [34] 5



V. Wepétczynniki Clebscha-Gordana

dla ReR—>GM oraz XeX->GioM,
Tablice, :

Oznaczenia

a =142, b=1M3 ¢ QADexp(2Mi/3), a = 146,
s = (14/2)exp(2mi/3),
o gwiazdka oznacza sprzezenie zespolone,

~ = znek "minus" pisany jest nad dang liczbg np, @ = -a,

W tablicach zostaty wydrukowane tylko niezerowe bloki
wspétczynnikéw Clebscha-Gordana,

wskazniki o , 0', '’ numerujg bloki wspétczynnikéw C-G,

WskaZniki o ’ ' : ot“ odnoszg si@ do elementéw macierzo-

wych reprezentacji grup wektora falowego,

Tablica I :
R1eR1 ke e R | R2®R)
GM1+|GMaH eM1-|6M2- GM3+{GM3- GMI-lemi~|GM I+
wEl L2118} o) 12 V12 &1 X1 110
«“‘ ol oLt ﬂl
I8 8 -0 O 3 110 &8 L 10 0 01
At 0 5 2 32 100 03 2% 8 0690
21 0 0 a a 21 Q0 2 0 21 a a 00
i ls % 0D O 2 (01 00 &2 10 b 19
R1e R3 K2e R3 R3eR3
GM3+|6M3- G MI+lGMH GM 3~ GM1-|6M-{GM 3+
wE 3 o5 1Y 5 Wi ¥ &1 t1L32 T {3y
xu! sealt % gt
L1 0% 80 L1 & 0D 34 0 0 310
M1 oo 310 0 0 o 2!l & 8 00
&1 00 013 230 -0 10 e a2 8 00
22110 o0 2 s 5 00 2ro -5 01
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Tablica II
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Tablica III
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i
VI, Zastosowania wspétczynnikéw Clebscha-Gordena,

Jednym 2z podsﬁawowych zadad fizyki ciata statego jest wyznaczanie
widm energetycznych elektronéw czy tei quasiczgstek w punktach chara-
kteryzujgqcych sig¢ wysokg symetrig np, r % X ’ M 5 R (vide rys, 2),.
Ten ostatni dla zwigzkéw o strukturze A-15 wyréznia sig stamem o naj=-

wyiszej degeneracji wynikajqcej z istnienia szed§ciowymiarowej repre-
zentacji R(‘{) grupy G(k’k). Wt a§‘x11e na bazie tej reprezentacji przedstawio-
ny zostat w pracy [}O] nowy model elektronowej. s_t'ruktury zwigzkéw
typu A-15,

Sposoby konstruowania widm sg rézne ( [éS] rozdzist 4), Jednym

z nich jest metoda -]:-;, ktéra w istocie jest modyfikacjg zwyktej teo-
rii zaburzed dla widma zdegenerowanego ( E?G] & [2‘7] 8§21), Pozwala ona
ustalil ogélng postal macierzy hamiltonianu %(r) i otrzymaé jawne wy-
razenia na state wchodzgce do hamiltonianu 3( poprzez odpowiednie ele=-
menty macierzowe, Jednakie zazwyczaj wystarczy znas tylko ogélng po=-
staé hamiltonianu, bowiem jest regutg, Ze state wchodzgce do tego ha=-
miltonianu wyznacza sig z danych doswiadczalnych , Dla jej otrzymania
wykorzystuje si¢ tzw, metode niezmiennikéw [28]‘, Przedstawiong i prze- »
dyskutowang szczegétowo przez Bira i Pikusa ( [2’7] §25, 26), Istotnym .
krokiem naprzéd jest wykazanie [29], 2¢ tzw, macierze bazowe wystepu=-
Jace w powyiszej metodzie sgq wspétczynnikami Clebscha=~Gordana,
Hemiltonian 4 zaleiy W ogélnodci nie tyiko od wektora falowego -‘: &
ale teZz od pél zewngtrznych megnetycznego, elektrycznego oraz od skias~
dowych tensora deformacji, Ws%):{gtkie te wielkodci,oznaczane przez j{ .
mozemy rozbié na sktadowe ‘J{g(k‘, /ktdre transformujgq sie¢ zgodnie z repre-
:D(E&m“)w stgpujgqcymi co najwyzej raz. w rozktadzie iloczynu

g
(R)r* (KB(L)
Kroneckera D 491)

zentacjami

na sumg prostg, Wtedy elementy macierzowe
. ] 3 - . - q

wyrazajgq sig¢ nastepujgco ([29] wzér (2,15)) () L%

. (K)e)* e (R)i4)
'3@(3{)#0 = % Q32 g EE U,uo,(i?“)(t”)g 13 3

gdzie Qap . - pewne stale oraz 4 , ¥ , ¥ naleiy traktowas Jjeko
wskaZniki podwéjne (aby byé w zgodzie z “wprowadzonymi poprzednio ozna=-



czeniami wspétczynnikéw C-G uwzglgdniasjgqcymi blokowg strukture zbudowa=-

nych z nich macierzy), } %

(ku ((U

Powyzszy wzér tatwo uogdlnié na wyisze krotnoéci wystg@powania -D 4

(KL (KL
wl) el

widzimy wigc, Ze w tym przypadku ma% )zasto)s;?\lnanie wspélczynniki C=-G
M4 ()L

dla iloczynéw Kroneckera postaci ) , gdzie k=k 1 {=4'
(R)p)
(repr%zentacje sprzqzone J) w wigkszodci przypadkéw pokrywajg sie
(R)(4) :
z D ze wzgledu na ich czgstg rzeczywistosdé),

Przy rozwaZesniu amplitud przejscia z jednego stanu elektronowego do

drugiego istotng sprawg jest wyznaczeniev regut wyboru ( [14] §6.3).
Zagadnienie to jest réwnowaine badaniu rozktadéw iloczynéw Kroneckera
na sumy proste reprezentacji grupy symetrii, wzgledem ktérej dany uktad
fizyczny jest niezmienniczy, WspStczynniki Clebscha-Gordena pozwalajs

tutaj konstruowa$é funkcje bazowe dla reprezentacji zawartych w tych
iloczynach. :

Korzystajac z (IV,2,2) przedstewimy przyktadowo kilka uktadséw funk=-
cji (z ktérych kaida jest kombinacjq liniowg funkeji iloczynowych),

bgdgcych bazemi odpowiednich reprezentacji- zawartych w iloczynach
Kroneckera,

WprowadZmy wpierw dodatkowe oznaczenie w = exp(2mi/3),

Wtedy (vide str, 25) Csbwaw/MHS, geaw =w /{2,

Z tabl, II dla )e R(‘{)—»—G M(‘H») mamy
(R 44 (k )(4 +) Rad2)e (k) (4) (KD (R)(v)
’\‘P4 ’-: - E du d'x’ (k,.)(~i+)44 /\Fd’oc \]/3'.,,'

O @i RN @ ) )

= ‘Tf( "f’ﬁ 19 +.""f'49. 11

x =4 1-' («,,“*rm)qff’?g)wu ,%:?R)(z)%u?ﬂ)(w)
,%(kr)(w _%( Wug)m%kgw L “P;?R)m“f’ (R’R)(q))
,\Patkr)(‘ﬂ') ?Lf ( 2 '\r:kg)u)w(kn)(‘ﬂ 'Yz Ke)(2) w;t?ﬂ)(w)') :

s R{Blo MY > cH(S-) . -
,\P{(kr)(i'-)__ %(’\P«k )(3)W:kk)("{) *y;k")(a)’\yt,k“)(q)L
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e ' AT RN (R, (T )(y
;k,-umzj__z_q'(wzq’u’a Yyt ""”"sz W R (4)
- =
(K,)(5-) _ Rm) (Ko) () 2 ., Kp)(3) (kg)(‘ﬁ)
Yo P07 = o (W R 24 B0 ]
Z tabl, IIT dla R("f)®R 4) >~ 6M(1+)
(k) (1+) () () (Kp)(¥) @ R (@ovy (@)
¥ m( = :%? ('VQ R . R +_1V2a ,wz" +-1P3R 'V% R “
; - -
Re)(4)_ (K, LN KM, (R (4) (K (k) (4)
+ Y‘IR qR R ?SR ’YGR ’l,/c .
aa  R(Y)e R(Y) = 6M(3+)
(R340 TATNTAY (0 (K)(4) (1) (Rp)(4)
5 ___1_4‘_(,\*, R(WRV)_*_wg ;kkxw)«hg PR "}’3“ /,
ED+0 4 o (g (R ® )4 (i) (4) (R)(4) (L’R)(‘H)
AT 1 TP ik S R LR
lub
u(k,mm 1 ()l (1 o)) (Ky )(*4) (k )(‘1} 1 (K, m) (R )(4)
‘ =1 ('\V Hora 2 Ye
ETONE R - Q) (K () “E'an (R)(4) 2, Fp)Y “Ta)(‘*l)
Y, =7 ("f’ . TeN, g W 1,,3 g
as  R(4)e R(Y) — GM(3—)
<
Red3=M_ 4 ¢ @yw), &)(Y) (K)(4), (R W (k)4 “‘R)m}
hE ".,"'—;-“(‘f' " T ‘f Ye" DY Y 9
r‘)(3 )1 1 (ky) (i ) 2, (i )(4) (k )('4) (i, PRIC) (k N4)
Yz —1’?( 1}’1 F ru Y ’5‘/3 e Vi )
lub :
(kn)3-)2_ 4( (kR)(q) (R AT (Kp) (4) 0y (R (B (?Rmn (7<'va))
1 o, : Yy ¥ I Y3 o Y Y,
> -3
kpd392_ 4 @y )(y) ()(4) (kp)(Y) z (k 714), (Ke)Y
’\{’)2. - .T='-( 1"’«, 5 sz : 1’/6 Y 1#5' /

gdzie dodatkowy wskaznik u géry ¥'= 4 2 odnosi sie do krotnojeci wystepof
wenia reprezentacji 1ndukowanych z Ghﬂ}ﬁ 6M(

z tabl, 1v a1a  X(1) ® X(1) >~ GM(1+) _
(Ka)(4+) 4 ( (KM (&, )(4 (K, (%, i (k ), (kg ) ()

1 ~ e 'YM "'F '\YM ’\V"i 14 “x

e
(4) (k )(4) (k J(1) (k )(‘1) 1A) (kx)(“ :
e W | Nf'azx 32 :

9w iloczynie Kroneckera,



: - 4] -
ala X(1)e X(1) = 6M(2+)
(kr)(1+)

P L (g

(R, () () (k (4, (k, i) (i )4), (%e)(1)
YM 12 i Yy, -

(kg )(4) (k )(4} lk 1) (R4 [k, ).
o Vi + e Wi 1)"3; "y )M)) |
it x<4)@x<4)+6m3+) ;

(K (34) 4 (K )U) (% lk
Y 4 ( M), )

)(4) x)(4) (k1)
Y % P oty Uy ) :

(%, #)(3+)1 4 (M) (k) (4)
e n : () (1) (%, M 20 R &
i/ g (‘“ g Yo * Va2 "/’21 1)U:J:z Y )H))

lub :

R ., & U PR (M) (o))
1 ﬁa( "f’n Va2 %.;. Y22 +@w V3, ?3;

kl

= > |
y (k.)(1) (kx)(/l) (K, )(4) (K1) (R )1) (kx)(ﬂ
2 == ("{’41 11 "'/”24 Yo LW Y, Y,

Rd(4-) (M), @ (k ) T4
Y (Vs 32 V34 ),

(4 (K (), () (Ky)A) (i, ){4)
'\P:f el = Tg—r’ ('\V ,ng_ —= Ny Wi )’

(KM (Re)4) (k. )(4) k,)M! :
’\h % (pa™ e "ha i
dla X (4) & X (1) '

6 M(5-)

+
) () (R 4], (K m))
( ‘x) ¥ T4 Tuo

(E’)M) (g ) () (R () (k ) (4)
Y2t Wiz Vaf )o

(Ka) (5= M) (k) () (KM (k) ))
r ) ] /{ ( ( ( ,.Y“l) "hz /Y'H :

Z tabl, V dla (HQX()—» M(1+)
() (14) _ 4 ( (R )] o (RN2) _ myy )(4)%!; )z))

14 "FM 27 i
(4+)_ 4 (K1) (K, )(2) (k )(1) (k 1(2)
'\"14 2 ?f‘ ( ux 32 : \’)24 )1
(k mi(1t) y

(k )4/ )2) (Kx) (1) rk )(2)
e 2 >3 17( Y12 ’\f’“ *"f’x ),
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dla X(4)@X( . M(f‘)

e RO, (K)(2) KullS=)4 (), (Ka)()
(k ml(§ )4 "{"44 f\f'u ; ,%2 = Y, - :
=R
(K )(5- (k, () . (K )(2) (K ) (5-)4 (), (ke)(2)
2r“ )4 : /W QP s "YBZ 22 R
[
(k )4 K1) . (k)(2) (K, ) (5=)1 (R 1) (k) (2)
et a4 'YH 3 5 % Tu P
g () (52 (Kx)(1) . (R)(2)
§-~ Kx ) (1) (k) ( : , o S x
'\f'“ M” it "*P‘ " Yo" = . ‘2 =t T
() (5-)2 (), (K )(2) )(5 =)a (R)(4) . (Ko)(2)
’\'VM =¥ e = e ’Y’zz 3

() (5-)2 (), (R2) . (5902 (K] 4y (R)(2)
Y34 = n 14+ 132 2 W T =

Przejdzmy teraz do uktadéw oddmatugqcych Z prac l}la, 51b] wynika,
ze dla ramanowskiego rozpraszania na fononach lub innych wzbudzeniach
w krysztatech elementy tensora rozpraszania pierwszego rzedu sg okre=
$long liniowg kombinacjq wspétczynnikéw C-G, a elementy tensora dru-
giego rzedu ich biliniowg kombinacjg, :

Ne zeskorczenie rozwazmy sytuacjg, ktérej interpretacja fizyczna ,jest
Prosta, Niech przed oddzistywaniem w polu krystalicznym stany dwéch, -

(KAL) ‘D(k'llt‘}
czgstek opisane bgdg przez funkcje bazowe reprezentacai D i
Fo oddzialywahiu stan ‘?y czgstek opisane sg przez funkcje stanow1qce bazy
“fL*) D( ) m{k'/(('/

dla reprezentacal .D zawartych w iloczynie -
Funkcje stanéw czystek po oddziatywaniu wyraZajg sig za pomocg okres$lo=-
nych przez wspétczynniki Clebscha-Gordena liniowych kombinecji iloczy-

néw funkcji stanéw czgstek przed oddziatywaniem,
ZsuwaZmy na koniec, Ze w przypadku oddziatywed migdzypasmowych
w krysztatach majgq zastosowanie wspétczynniki Clebscha-Gordana dla ilo-

(?)w (®)(4Y)
czynéw Kroneckera postaci D , gdzie ,(=k oraz l#l
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