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Rozdziat 1

Wprowadzenie

igraph jest biblioteka fukcji jezyka R shuzaca do analizy grafow i sieci. Glow-
nymi zadaniami realizowanymi przez igraph sa:

e umozliwienie bezproblemowego korzystania z algorytmow grafowych,

e szybkie przetwarzanie duzych grafow o milionach wierzchotkéw i kra-
wedziach,

e umozliwienie potaczenia pakietu z jezykiem programowania wysokiego
poziomu, jakim jest R.

Niniejsze kréotkie opracowanie powstato na kanwie laboratorium z przed-
miotu Algorytmy Grafowe prowadzonego na wydziale Fizyki Technicznej i
Matematyki Stosowanej Politechniki Gdanskiej i ma na celu utatwienie stu-
dentom rozpoczecia pracy z biblioteka igraph.

Glownym materiatem Zrodtowym, na ktérym bazowano w trakcie powsta-
waniu tego opracowania, jest dokumentacja dostepna znajdujaca si¢ tu:

https://igraph.org/r/
1.1 Czym jest graf?
Pakiet igraph umozliwia tworzenie grafow, czyli obiektow typu IGRAPH.

Przyktadowo, ponizszym poleceniem tworzymy cykl nieskierowany o 10 wierz-
chotkach.


https://igraph.org/r/

1.1. CZYM JEST GRAF? 5

(g <- make_ring(10, directed = FALSE) )

W zmiennej g przechowywany jest obiekt typu IGRAPH o nastepujacych wta-
snosciach:

IGRAPH U--- 10 10 -- Ring graph
+ attr: name (g/c), mutual (g/l), circular (g/1)

+ edges:
(1] 1-- 2 2--33-44--55-—-66--77--88-9
9--10 1--10

Litera U oznacza, ze graf jest nieskierowany. Na tym samym miejscu moze by¢
litera D w przypadku grafu skierowanego. Na drugim miejscu moze pojawic¢
sie litera N jesli wierzchotki grafu maja przyporzadkowane nazwy. Litera W
na trzecim miejscu oznacza graf wazony (z wagami na krawedziach), a litera
B na czwartym miejscu pojawia sie w przypadku grafu dwudzielnego. Nie
jest atrybut ustawiany automatycznie — cykl Cg jest grafem dwudzielnym,
ale nie ma ustawionej tej flagi. Kolejne dwie liczby to liczba wierzchotkdw
i liczba krawedzi grafu. Po dwoéch minusach mamy nazwe grafu (o ile jest
ustawiona). W naszym przykladzie nazwa to Ring graph.

Druga linia jest opcjonalna; zawiera informacje na temat atrybutow grafu.
Graf w naszym przykladzie ma ustawiony atrybut name typu character oraz
atrybuty mutual i circular typu ztozonego. Typ ztozony w R to kazdy inny
typ oprécz typu liczbowego lub znakowego.

Kolejna linia wys$wietla krawedzie grafu.

Przyktad 1: Drzewo skierowane

Dla poréwnania, przyjrzyjmy sie obiektowi klasy IGRAPH, ktory przecho-
wuje drzewo skierowane.

t <- make_tree(15, 3)

IGRAPH D--- 15 14 -- Tree
+ attr: name (g/c), children (g/n), mode (g/c)
+ edges:
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[1] 1-> 2 1-> 3 1-> 4 2-> 5 2-> 6 2-> 7 3-> 8 3-> 9
3->10 4->11 4->12 4->13 5->14 5->15

(Przyklad 2: Graf losowy dwudzielny

Graf dwudzielny skierowany.

gb <- sample_bipartite(3, 8, p=0.6, directed=TRUE, mode="in")

IGRAPH D--B 11 14 -- Bipartite Gnp random graph
+ attr: name (g/c), p (g/n), type (v/1)
+ edges:
[1] 4->1 4->3 5->2 5->3 6->2 7->3 8->1 8->2

\ 9->1 9->2 9->3 10->1 10->3 11->2 y

Powyzszy przyktad tworzy losowy graf dwudzielny, wiec za kazdym razem
wynik moze by¢ nieco inny. Ponizej rysunek [I.1] przedstawia przyktad takiego
grafu. Grafy wygodnie rysuje si¢ za pomoca polecenia tkplot.

(tkplot (gb, vertex.color="green", edge.width=3) )

Dodatkowo, ustawiliémy kolor wierzchotkéw na zielono, a grubo$¢ krawedzi
na 3.

1.2 Tworzenie graféw

Pakiet igraph dostarcza kilka mozliwosci tworzenia grafow, zaréwno deter-
ministycznych jak i losowych.

1.2.1 Funkcjia make graph

Na poczatek przyjrzymy sie funkcji make _graph. Sktadnia funkcji ma naste-
pujaca postac
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Rysunek 1.1: Graf dwudzielny skierowany

\.

(make_graph(edges, ..., n = max(edges), isolates = NULL,
directed = TRUE, dir = directed, simplify = TRUE)J

N

7

Przyktad 3: Graf Folkmana

\

Aby utworzy¢ graf Folkmana nalezy napisaé¢

make_graph("Folkman")

IGRAPH U--- 20 40 -- Folkman
+ attr: name (g/c)
+ edges:
(1] 1--6 1--9 1--11 1--14 2-- 8 2--10 2--13
2--15 3--7 3--9 3--12
[12] 3--14 4--6 4--8 4--11 4--13 5-- 7 5--10
b--12 b--15 6--16 6--20
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(23] 7--16 7--17 8--17 8--18 9--18 9--19 10--19
10--20 11--16 11--20 12--16
[34] 12--17 13--17 13--18 14--18 14--19 15--19 15--20

Graf Folkmana jest zilustrowany na rysunku

Rysunek 1.2: Graf Folkmana

1.2.2 Funkcja graph from literal

Funkcja ta nadaje sie do tworzenia niewielkich grafow.

(graph_from_literal(. .., simplify = TRUE) )

Pierwszy argument funkcji to podane w bezposredni sposéb krawedzie grafu.
Drugi argument domyslnie przyjmuje wartos¢ logiczng TRUE, co spowoduje, ze
podczas tworzenia grafu zostang usunigte krawedzie wielokrotne oraz petle.
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-
Przykltad 4: Wykorzystanie funkcji graph from literal

Graf o czterech niezaleznych krawedziach i trzech wierzchotkach izolo-
wanych, zilustrowany na rysunku [T.3}

graph_from_literal( A--B, C--D, E--F, G--H, I, J, K )
Graf pelny, prosty:
graph_from_literal( A:B:C:D -- A:B:C:D )

Graf skierowany:

\graph_from_literal( A+- B -+C)

Rysunek 1.3: Graf z przyktadu [4]
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1.2.3 Funkcja graph from edgelist

1.2.4 Funkcja graph from adjacency matrix

Funkcja graph_from adjacency matrix tworzy graf na podstawie macierzy
sgsiedztwa. Zilustrujemy na przyktadzie tworzenie grafu prostego, wazonego
na podstawie danej macierzy sasiedztwa.

\
Przyklad 5: Graf na podstawie macierzy sasiedztwa

Na poczatku tworzymy macierz podajac jej wyrazy. Moze ona by¢ wezy-
tana z pliku.

M=matrix(0,nrow=5, ncol=5)
M[1,2]=6
M[1,3]=7
M[2,4]=5
M[2,5]=-4
M[2,3]=8
M[3,5]=9
M[3,4]=-3
M[4,2]=-2
M[5,4]=7
M[5,1]=2

> M
(,11 [,21 [,3] [,4] [,5]

[1,] 0 6 7 0 0
[2,] 0 0 8 5 -4
[3,] 0 0 0 -3 9

, 0 -2 0 0 0
[5,] 2 0 0 7 0

Nastepnie tworzymy graf i rysujemy go (patrz rys. .

g2 <- graph_from_adjacency_matrix(M, mode = c("directed"),
weighted=TRUE)
tkplot (g2, edge.label=E(g2)$weight, vertex.color=3,
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l edge.width=3) b

Rysunek 1.4: Graf z przyktadu

1.2.5 Funkcja graph from incidence matrix

1.2.6 Funkcja make full graph

I inne jej podobne, jak tworzenie grafu dwudzielnego petnego.



Rozdziat 2

Wilasnosci macierzy sasiedztwa

Analizujac macierz sasiedztwa grafu prostego, niewazonego, mozna okresli¢
wiele wtasnosci grafu. W rozdziale tym zajmiemy si¢ dwoma z nich: iloscia
trojkatow w grafie oraz iloscig drzew spinajacych grafu.

2.1 Tréjkaty w grafie

Jedli A jest macierza sasiedztwa grafu prostego, to element [i, j| n-tej potegi
macierzy A, czyli A"[i, j], jest liczba spaceréw o dtugosci n (czyli o n krawe-
dziach) miedzy wierzchotkami i oraz j. Korzystajac z tego, mozna obliczy¢,
ile trojkatow zawiera graf. Wystarczy macierz sgsiedztwa podniesé¢ do potegi
trzeciej, dodaé elementy na gltéwnej przekatnej i podzieli¢ przez 6 (gdyz kaz-
dy tréjkat jest w ten sposéb zliczony 6 razy). Powyzszy sposéb postepowania
reprezentuje algorytm trojkaty. Dang wejsciowa dla algorytmu jest graf.

(g <- sample_gnp(15, 1/4) R
trojkaty <- function(g){
A <- as_adjacency_matrix(g,sparse=FALSE)
B <- A %*% A %*% A
sum(diag(B))/6
\} J

Program ten mozna rozbudowaé¢ o kolorowanie wierzchotkow wchodza-
cych w sktad jednego z trojkatéw w nastepujacy sposob.

12
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(trojkaty <- function(g){
A <- as_adjacency_matrix(g,sparse=FALSE)
B <— A %xY% A %x% A
sum(diag(B))/6
for (i in 1:nrow(A)){
if (B[i,i] '= 0)
V(g) [i]$color <- 4
}
tkplot (g)
} J

.

Wynikiem dziatanie algorytmu moze by¢ rysunek[2.1], gdzie wierzchotki wcho-
dzace w sktad dowolnego cyklu C3 sa niebieskie, a pozostate wierzcholki sg

biale.

® ®

Rysunek 2.1: Graf z dwoma trojkatami
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2.2 Liczba drzew spinajgcych grafu prostego

Korzystajac z twierdzenia Kirchhoffa mozna wyznaczy¢ ilos¢ drzew spinaja-
cych na podstawie analizy macierzy sasiedztwa grafu prostego.

fTWierdzenie 1: Kirchhoffa B

Niech M bedzie macierza powstata z macierzy sasiedztwa pewnego spoj-
nego grafu G poprzez zamiane kazdej liczby 1 w tej macierzy na liczbe
-1 oraz wpisaniu na gtownej przekatnej stopni odpowiadajacych wierz-
chotkow. Wtedy liczba drzew spinajacych grafu G jest rowna wartosci

L dowolnego dopelnienia algebraicznego (ang. cofactor) macierzy M. )

Ponizszy kod w R wyznacza ilos¢ drzew spinajacych grafu podanego jako
argument wejsciowy wedlug algorytmu opisanego w twierdzeniu Kirchhoffa.

(drzewaSpinajace <- function(g){ b

A <- as_adjacency_matrix(g,sparse=FALSE)
B <- (-1)% A
for (i in 1:nrow(A)){
B[i,i] <- sum(A[i,])
}
det(B[-1,-1])

\} J

Inne rozwiazanie ponizej. Obiekt G jest grafem, danym do funkcji.

(kirchoff <- function(G){
M = as.matrix(as_adj(G))
M[which(M==1)] = -1
diag(M) = degree(G)
return(det (M[-1,-1]))




Rozdzial 3
Najkrotsze sciezki w grafie

Pakiet R oferuje kilka funkcji znajdujacych najkrotsze sciezki w grafie. Wyko-
rzystuja one algorytm Dijkstry, Johnsona, Bellmana — Forda lub BFS (prze-
szukiwanie grafu wszerz) w przypaku graféw bez wag na krawedziach.

3.1 Algorytm Dijkstry

Edsger Dijkstra byt holenderskim fizykiem, matematykiem i informatykiem.
Zyt w latach 1930-2002. Najbardziej znany jest dzieki algorytmowi znaj-
dowania najkrétszych Sciezek w grafie oraz problemowi pieciu ucztujacych
filozofow. Otrzymat nagrode Turinga za wktad do algorytmiki i jezykow pro-
gramowania.

Algorytm Dijkstry pozwala na znalezienie najkroétszej drogi z pewnego
wybranego wierzchotka do innego wybranego wierzchotka w grafie wazonym
o nieujemnych wagach krawedzi. Graf wazony to graf, w ktérym kazdej
krawedzi e przyporzadkowano liczbe rzeczywista w(e), nazywana waga kra-
wedzi. Waga grafu (podgrafu) nazywamy sumaryczna wartosé wszystkich
wag krawedzi grafu (podgrafu). Przedstawiony algorytm || znajduje najkrot-
sza droge od wierzchotka A do E przy okazji znajdujac droge do innych
wierzchotkéw grafu.

(Algorytm 1: Algorytm Dijkstry w

Krok 1 Przypisz wierzchotkowi A stata etykiete (—,0), a pozostalym
wierzchotkom tymczasowa etykiete (—, 00).

15
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Krok 2 Dopdki E nie ma przypisanej etykiety statej i istnieja wierz-
chotki, ktérym mozna przypisa¢ etykiete stata, rob:

(a) Niech u bedzie wierzchotkiem, ktéry jako ostatni otrzymat
etykiete stata u(x,d). Dla kazdego wierzchotka v bez stalej
etykiety i sasiedniego do u oblicz d' = d + w(uv). Jesli d’ jest
mniejsze niz aktualna etykieta v, ustaw v(u, d’).

(b) Sposréd wszystkich wierzchotkéw bez stalej etykiety wybierz
ten o najmniejszej etykiecie i ustaw etykiete jako stala.

\\

Zozonosc obliczeniowa przedstawionego tu algorytmu Dijkstry wynosi O(n?),
gdzie n jest iloscig wierzchotkéw grafu.

3.2 Funkcja shortest.paths

Przedstawimy dziatanie funkcji shortest.paths na przyktadzie grafu G da-
nego macierza sasiedztwa M.

[ [,11 [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,91 [,10] )
[1,] 0 3 0 0 0 2 0 0 0 0
[2,] 3 0 17 16 0 0 0 0 0 0
[3,] 0 17 0 8 0 0 0 0 18 0
[(4,] 0 16 8 0 11 0 0 0 4 0
[5,] 0 0 0 11 0 1 6 5 10 0
[6,] 2 0 0 0 1 0 7 0 0 0
[7,] 0 0 0 0 6 7 0 15 0 0
[8,] 0 0 0 0 5 0 15 0 12 13
[9,] 0 0 18 4 10 0 0 12 0 9
k[lO,] 0 0 0 0 0 0 0 19 9 0 )

Na podstawie macierzy sagsiedztwa M tworzymy w R graf nieskierowany wa-
zony oraz rysujemy go.

G <- graph_from_adjacency_matrix(M, weighted=TRUE,
mode = c("undirected"))
tkplot (G, edge.label=E(G)$weight,vertex.color="white")

Wynikiem polecen jest graf G zilustrowany na rysunku [3.1}
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2
16 17
(o) O
(4)
! 11
7 4 18
6 @ 10
() 5 (5)
15 12
9
19
Rysunek 3.1: Graf G
a4 N\

Przyktad 6: Algorytm Dijkstry

Korzystajac z funkcji shortest.paths, w ktérej wybieramy algorytm
Dijkstry,

shortest.paths(G, v=1, to=V(G), algorithm="dijkstra")

uzyskujemy odlegtosci od wierzchotka 1 do kazdego innego wierzchotka
grafu za pomoca algorytmu Dijkstry.

(.11 [,21 [,3] [,4] [,8] C,e] [,71 [,8] [,9] [,10]

[1,] 0 3 20 14 3 2 9 8 13 22
. J

Podobnie mozemy znalez¢ odlegtosci pomiedzy kazda para wierzchotkéw
tego grafu.
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f’shortest.paths(G, v=V(G), to=V(G), algorithm="dijkstra") R
(,11 (,2]1 (,3] [,4] (,8] [,e] [,7]1 [,8] [,9] [,10]
[1,] 0 3 20 14 3 2 9 8 13 22
[2,] 3 0 17 16 6 5 12 11 16 25
[3,] 20 17 0 8 19 20 25 24 12 21
[4,] 14 16 8 0O 11 12 17 16 4 13
[5,] 3 6 19 11 0 1 6 5 10 19
[6,] 2 5 20 12 1 0 7 6 11 20
[7,] 9 12 25 17 6 7 0 11 16 25
[8,] 8 11 24 16 5 6 11 0 12 19
[9,] 13 16 12 4 10 11 16 12 0 9

\»[10,] 22 25 21 13 19 20 25 19 9 0 )

3.3 Funkcja shortest paths

Korzystajac z mozliwoséci funkci shortest_paths mozemy uzyskaé¢ wiecej
informacji o znalezionych najkrotszych sciezkach. Korzystajac z grafu takiego
jak w poprzednij sekcji, mozemy wyswietli¢ wierzchotki wchodzace w sktad
najkrotszej $ciezki.

sthortest_paths(gQ, 1,t0=V(g2)) A

$vpath
$vpath[[1]]
+ 0/10 vertices:

$vpath[[2]]
+ 2/10 vertices:
[1] 1 2

$vpath [[3]]
+ 3/10 vertices:

(1] 123

$vpath[[4]]
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+ 4/10 vertices:
[1] 165 4

$vpath[[5]]
+ 3/10 vertices:
[11 165

$vpath[[6]]
+ 2/10 vertices:
[1] 1 6

$vpath [[7]]
+ 3/10 vertices:
[1] 167

$vpath[[8]]
+ 4/10 vertices:
[1] 1 6 5 8

$vpath[[9]]
+ 4/10 vertices:
[11 1 6 59

$vpath[[10]]
+ 5/10 vertices:
[1] 1 6 5 9 10

\.

19

V.

Pokolorujemy wierzchotki nalezace do najkrétszej $ciezki prowadzacej od

wierzchotka 1 do 10.

’
Przyklad 7: Kolorowanie wierzchotkéw z najkroétszej Sciezki

Zapisujemy wierzchotki ze Sciezki, ktéra nas interesuje, do zmienne;j.
sciezka <- shortest_paths(G, 1,to=V(G))$vpath[[10]]

Nadajemy wierzchotkom kolor i rysujemy graf.

~




20 ROZDZIAEL 3. NAJKROTSZE SCIEZKI W GRAFIE

V(G) [sciezka]$color <- 6
tkplot (G, edge.label=E(G)$weight)

W wyniku powyzszych polecen otrzymujemy graf jak na rysunku

@
3 2
O ®
y 16 : 7
@ 8 @ 11 . 6 @
CE = 5 15
. 12
. 19
(19)

Rysunek 3.2: Graf GG z zaznaczona najkrotsza Sciezka

Dodatkowo mozemy oznaczy¢ krawedzie tej najkrotszej $ciezki. Opcja
epath spowoduje wyswietlenie krawedzi nalezacych do najkrotszych Sciezek.
Ponownie skupimy sie na najkrotszej Sciezce wiodacej od wierzchotka 1 do
10.

~
Przyklad 8: Kolorowanie krawedzi najkrotszej Sciezki

Zapisujemy krawedzie Sciezki, ktéra nas interesuje, do zmiennej.

sciezka? <- shortest_paths(G, 1, to=V(G),
output = c("epath"))$epath[[10]]
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Nadajemy wszystkim krawedziom kolor 1, a pozostatym kolor 6. Rysu-
jemy graf.

E(G)$color <- 1
E(G) [sciezka2] $color <- 6
tkplot (G, edge.label=E(G)$weight)

W wyniku powyzszych poleceni otrzymujemy graf jak na rysunku [3.3]

Rysunek 3.3: Graf G z zaznaczona najkrotsza sciezka

3.4 Algorytm Bellmana—Forda

Richard Ernest Bellman zyt w latach 1920-1984. Urodzit sie w Nowym Jorku.
Byl synem niepraktykujacych Zydéw pochodzenia polskiego i rosyjskiego. Je-
go ojciec prowadzil malty warzywniak. Studiowatl matematyke. Pracowat jako
programista. Wynalazt programowanie dynamiczne w 1953 roku. Interesowat
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sie tez rownaniami rézniczkowymi czgstkowymi. Swéj algorytm znajdujacy
najktosze sciezki w grafach z krawedziami o ujemnych wagach opublikowat
w 1958 roku.

Lester Randolph Ford, Jr. urodzit sie w 1927 roku w Houston. Jest synem
matematyka Lestera R. Forda, Sr. Swoj algorytm znajdujacy najktosze $ciez-
ki w grafach z krawedziami o ujamnych wagach opublikowatl w 1956 roku.
W tym samym czasie razem z Fulkersonem zajmowal si¢ sieciami przepty-
wowymi. Ci panowie sg autorami twierdzenia o maksymalnym przeptywie i
minimalnym przekroju w sieciach przeptywowych.

Dodatkowo w 1957 roku algorytm znajdujacy najkrotsze Sciezki w grafach
z krawedziami o ujemnych wagach opublikowal Edward E. Moore, przez co
czasami ten algorytm nazywany jest algorytmem Bellmana-Forda—Moore’a.

Dany jest skierowany graf wazony, w ktorym waga kazdej krawedzi jest
liczba dodatnia lub ujemna lub zerem. Chcemy zna¢ dtugos¢ najkroétszych
drog pomiedzy ustalonym wierzchotkiem vy a kazdym innym wierzchotkiem
grafu lub w przypadku istnienia cyklu ujemnego, informacje o tym, ze naj-
krotszej drogi nie ma.

~\
f Algorytm 2: Algorytm Bellmana—Forda

Krok 1 Dla,5 =1,2,...,n zréb:
e jedli ¢ = j niech w(i,j) = 0;
o jeslii i
— jesli v;v; jest tukiem, niech w(i, j) = w(vv;),
— jesli v;v; nie jest tukiem, niech w(i, j) = oo;
e ustaw do(1) = 0 oraz do(j) = oo dla j =2,3,...,n;
e ustaw p(i) =1dlai=2,3,...,n.

Krok 2 Dlai=1,2,...,n zréb:

e dlaj=1,2,...,n zréb:
— znajdz liczbe k dla ktérej wyrazenie min = d;_1(k) +
w(k, j) jest najmniejsze,
— jesli min < d;_41(j)
ustaw d;(j) = min i ustaw p(j) = vy,
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a w przeciwnym wypadku
ustaw d;(7) = di—1(Jj);

Krok 3 Jesli d,(j) = d,-1(j) dla kazdego j =1,2,...,n,
to wynikiem sa liczby d,(1),d,(2),...,d.(n),
w przeciwnym wypadku wypisz

L ,Nie ma najkrétszych Sciezek. Jest cykl ujemny.” )

Zilustrujemy dziatanie algorytmu i wykorzystanie R dla grafu zilustrowanego

na rys. [3.4
-3
5 4
6
8 —4 7
N\
! \ B N

Rysunek 3.4: Graf skierowany z wagami ujemnymi

Macierz sasiedztwa tego grafu jest nastepujaca:

[ [,1] [,21 [,3] [,4] [,5] b
[1,] 0 6 7 0 0
, 0 0 8 5 -4
, 0 0 0 -3 9
, 0 -3 0 0 0
[5,] 2 0 0 7 0
\_ )

Na podstawie macierzy sasiedztwa M tworzymy w R graf skierowany wazo-
ny.
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(G <- graph_from_adjacency_matrix(M, weighted=TRUE) )

Korzystajac z algorytmu Bellmana-Forda znajdujemy najkrotsze sciezki od
wierzchotka 1 do kazdego innego.

r»shortest.paths(G, 1, to=, algorithm="bellman-ford") A
Error in .Call("R_igraph_shortest_paths", graph, v - 1,
to - 1, as.numeric(mode),
At structural_properties.c:5235 : cannot run
Bellman-Ford algorithm,
Negative loop detected while calculating
shortest paths
\. J

Pojawit sie btad — w grafie istnieje cykl ujemny, nie ma najkrotszych Scie-
zek. Gdyby najkrotsza $ciezka istniala, to chodzac wzdtuz cyklu ujemnego
moglibysmy dowolnie dowolnie ja skroci¢, czyli znalezlibysSmy krotsza niz naj-
krotsza, sprzecznosc.



Rozdziat 4

Przeszukiwanie grafu wszerz i
w glab

4.1 Przeszukiwanie w gilab

Zilustrujemy przeszukiwanie grafu w gltab na przyktadzie grafu Waltera zilu-
strowanego na rysunku Korzystamy z funkcji graph.dfs, ktérej wynik
dziatania jest nastepujacy.

erom2 <- graph.dfs(g, root = 1, father = TRUE) A

$root
[1] ©

$neimode
[1] "O'th "

$order
+ 25/25 vertices:
[1] 1 2 3 4 5 6 7 82221 11 10 9 14 15 16 17 18
19 20 25 24 23 12 13

$order.out
NULL

25
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Rysunek 4.1: Graf Waltera

$father
+ 25/25 vertices:
[1] NA 1 2 3 4 5 6 7 10 11 21 11 12 9 14 15 16 16

18 19 7 8 24 25 19

$dist
\ NULL y

Wynik dziatania funkcji nie jest zbyt czytelny, ale w tatwy sposéb mozna
sobie z tym poradzi¢. Na poczatek tworzymy drzewo przeszukiwania i wy-

Swietlamy je (rys. [4.2)).

(h <- graph(rbind(pom2$order, R
pom2$father [pom2$order, na_ok = TRUE]) [,-1],
directed=FALSE )

\tkplot (h, vertex.color=3, edge.width=3) )

Nastepnie tworzymy tablice krawedzi wykorzystanych w przeszukiwaniu
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Rysunek 4.2: Drzewo przeszukiwania w gtab grafu Waltera

w glab, zaznaczamy je na zotto i rysujemy graf. Jednak na samym poczat-
ku warto wszystkie wierzchotki i krawedzie pokolorowac¢ na inne, niz zotty,
kolory.

(V(g)$color <- 3 h

E(g)$color <-1
E(g)$width <- 3

# tablica krawedzi
pp <- rbind(pom2$order,
pom2$father [pom2$order, na_ok = TRUE]) [,-1]

# id znalezionych krawedzi
ppp <- get.edge.ids(g, pp)

# kolorowanie ich na zdé%to
E(g)$color[pppl <- 7
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L tkplot (g) J

Wynik dziatania ilustruje rys.

Rysunek 4.3: Krawedzie drzewa przeszukiwania w gtab zaznaczone w grafie
Waltera

4.2 Przeszukiwanie wszerz

Podobnie.

(# ojcowie do krawedzi
pom2 <- graph.bfs(g, root = 1, father = TRUE)

V(g)$color <- 3
E(g)$color <-1
E(g)$width <- 3

#drzewo przeszukiwania
h <- graph(rbind(pom2$order,
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pom2$father [pom2$order, na_ok = TRUE]) [,-1],
directed=FALSE)
tkplot(h, vertex.color=3, edge.width=3)

# tabela krawedzi
pp <- rbind(pom2$order,
pom2$father [pom2$order, na_ok = TRUE]) [,-1]

# id znalezionych krawedzi
ppp <- get.edge.ids(g, pp)
# kolorowanie ich na zé%to
E(g)$color[ppp] <- 7

tkplot (g)

Rysunek 4.4: Krawedzie drzewa przeszukiwania wszerz zaznaczone w grafie
Waltera
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Kolorowanie gratow w R

Optymalne pokolorowanie grafu jest problemem trudnym obliczeniowo.

5.1 Algorytm LF

Algorytm FL jest prostym algorytmem sekwencyjnym kolorujacym grafy. Na-
zwa algorytmu pochodzi od angielskich stow largest first. Wymyslony zostal
przez Welsha i Powella. Jego dziatanie opiera si¢ na obserwacji, ze wierz-
chotki matego stopnia najlepiej kolorowac jak najpozniej. Jego ztozonosé jest
wielomianowa.

~
fAlgorytm 3: Algorytm LF

Krok 1 Posortuj wierzchotki wedtug stopni nierosnaco.

Krok 2 Pokoloruj wierzchotki zachtannie (pierwszym wolnym kolorem) w
kolejnosci wyznaczonej przez posortowanie.

J

Algorytm moze dziata¢ bardzo Zle i pokolorowac graf za pomocg 5 ko-
loréw zamiast dwoch (np. grafy Johnsona Ji). Najmniejszym dosé trudnym
do pokolorowania grafem jest Fs. Najmniejszym trudnym do pokolorowania
grafem jest koperta, zilustrowana na rys. 5.1 Koperte mozna pokolorowaé
trzema kolorami, natomiast algorytm LF zawsze uzyje czterech kolorow.

Algorytm LF mozna zaimplementowaé w R w nastepujacy sposéb.

30
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e,
~_
,4/////////// \\\\\\\\\\\57

Rysunek 5.1: Koperta

31

r»LF <- function(A){

g <- graph_from_adjacency_matrix(A, weighted = TRUE,
"undirected")

sg <- rbind(degree(g),1:1length(degree(g)))

sg <- sgl,order(degree(g), decreasing = TRUE)]

k<-rep(0,times=nrow(A))
for (i in 1:nrow(A)){
kolor <- 1
j<-0
while (j < nrow(A)){
j <= j+1
if (Alsgl2,1],j]1==1 & k[jl==kolor){
kolor <- kolor+1
j<o0
}
}
k[sgl[2,1]] <- kolor
}

V(g)$color <- (k+1)
tkplot(g, layout = layout_with_kk)
}

\.
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Zmienna tablicowa sg przechowuje stopnie wierzchotkéw (pierwszy wiersz ta-
blicy sg) wraz z odpowiadajacymi im numerami wierzchotkéw (drugi wiersz
tablicy sg). Nastepnie tablica jest sortowana kolumnami wedtug stopni wierz-
chotkéw nierosnaco.

W kolejnych krokach kazdy wierzchotek jest kolorowany pierwszym wol-
nym kolorem. Kolorowanie odbywa sie wedtug kolejnosci wyznaczonej przez
posortowanie tablicy sg. Kolory wierzchotkéw przechowuje wektor k. Przy
poszukiwaniu jak najmniejszego wolnego koloru uzyto petli while, gdyz pe-
tla for w R nie pozwala na manipulacje w petli zmienng indeksujaca petli.
Przy kazdej zmianie tymczasowego koloru wierzchotka nalezy przegladnac
sasiedztwo kolorowanego wierzchotka od poczatku. W przeciwnym wypadku
mozemy nie otrzymaé¢ prawidtowego pokolorowania grafu.

Na koniec kolory przepisywane sa z tablicy k do wierzchotkéw i rysowany
jest graf z pokolorowanymi wierzchotkami. Dodajemy 1 do numeru koloru
aby unikna¢ czarnych wierzchotkow.

Rysunek 5.2: Graf Waltera pokolorowany algorytmem LF

Rysunek ilustruje efekt dziatania funkcji dla grafu Waltera. Graf ten
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zostal pokolorowany przez nasza implementacje algorytmu LF w sposob opty-
malny. Z kolei graf wizualizujacy strukture stanéw USA zostal pokolorowany
czterema kolorami (rys. [5.3)).

Rysunek 5.3: Graf USA pokolorowany algorytmem LF

5.2 Optymalne kolorowanie graféw dwudziel-
nych

Grafy dwudzielne mozna w czasie wielomianowym pokolorowa¢ dwoma ko-
lorami, czyli pokolorowaé¢ optymalnie. Do kolorowania graféw dwudzielnych
spojnych uzyjemy gotowej funkcji dostepnej w R, distances, znajdujacej
odlegtosci miedzy podanym wierzchotkiem v a dowolnym innym. Poniewaz
graf jest dwudzielny, zadne dwa wierzchotki o parzystej odlegtosci od v nie
sg sasiednie; podobnie nie sg sgsiednie zadne dwa wierzchotki o nieparzystej
odlegtosci od v. Kolor wierzchotka jest wiec réwny reszcie odlegtosci wierz-
chotka przy dzieleniu przez 2, (dodaé¢ 2 aby uniknaé czarnych wierzchotkéw).
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~
t <- make_tree(15, 3, mode = "undirected")
kol <- distances(t, v=1)
kol <- (kol %%2)+2
V(g)$color <- kol
tkplot (g)
\_ P & J

Wynik dzialania algorytmu mozna obejrze¢ na rysunku[5.4] Obiekt t jest
drzewem o 15 wierzchotkach, w ktorym kazdy wierzchotek ma co najwyzej
3 dzieci. Oczywiscie algorytm zadziata blednie, jesli dany graf nie bedzie

Rysunek 5.4: Graf dwudzielny pokolorowany optymalnie

grafem dwudzielnym.




Rozdzial 6

Problem komiwojazera

r
Definicja 1: Definicja problemu komiwojazera

Dla grafu G = (V, E) pelnego, wazonego i nieskierowanego nalezy zna-
lez¢é cykl Hamiltona h, ktérego taczna waga w(h) jest najmniejsza.

~
Definicja 2: Definicja asymetrycznego problemu komiwojazera

Dla grafu G = (V, E) pelnego, wazonego i skierowanego nalezy znalez¢

cykl Hamiltona h, ktérego taczna waga w(h) jest najmniejsza. )

( )
Algorytm 4: Algorytm generujacy kolejne permutacje

Wejécie: permutacja 7.
Wyijsdcie: kolejna permutacja w stosunku do 7.

Krok 1 Ustaw 7 := 7.

Krok 2 7najdZ najwigksze j takie, zZe 1 <j<n—1im <mjq
Jezeli znaleziono j, to:

e 7najdz najwigksze k takie, ze j <k <nim; < my;

e Zamien miejscami m; oraz m.

35
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L e Odwro6¢ porzadek elementéw mjqq, ..., 7y, J

6.1 Metoda przegladania wszystkich mozli-
wych permutacji miast

Algorytm generujacy nastepng permutacje wraz z przyktadem wywotania.

ererm <- function(x){ A
y <- c(x[-1],0)
j <- max(which(x<y), 0)
if (j == 0){
cat("To juz ostatnia permutacja :) \n")
return(x)
Yelse{
k <- max(which(x>x[j]1))
x[c(j,k)] <= xlc(k,j)]
y <= c(x[1:j], rev(x[(j+1):length(x)]))
return(y)
}
}
x<- ¢(1,2,3,4,5)
perm(x)
\# [1] 12354 y

Wykorzystamy algorytm generowania kolejnej permutacji do przejrzenia
wszystkich mozliwych tras komiwojazera i wybraniu najkrétszej. Za pomoca
macierzy sasiedztwa A dany mamy graf petny, wazony.

a N
[,11 [,2]1 [,3] [,4] [,5]

[1,] 0 3 4 2 7
[2,] 3 0 4 6 3
[3,] 4 4 0 5 8
[4,] 2 6 5 0 6
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k»[5,] 7 3 8 6 0 AJ

Ustawiamy hipotetyczna, gorsza od najgorszej mozliwej dlugosé cyklu
komiwojazera.

(dlugosc <- 1000 )

Ustawiamy poczatkowy cykl i poczatkowa permutacje x. Wszystkich tras do
przejrzenia jest 5! = 120.

r»x <- ¢(1,2,3,4,5) A

cykl <- ¢(1,2,3,4,5)
for(i in 1:120){
dl <- 0
for(k in 1:4)
{
dl = dl + Alx[k],x[k+1]]
}
dl = dl + A[x[5],x[1]]
if (dlugosc > d1){
dlugosc <- dl
cykl <-x
cat(x," dlugosc: ",dlugosc, "\n")
+
x<- perm(x)

\>} J

Kazda lepsza trase komiwojazera wypisujemy na ekranie, efekt dziatania jest
nastepujacy.

(12345 dlugosc: 25 R
12354 dlugosc: 23
12534 dlugosc: 21
13254 dlugosc: 19

\TO juz ostatnia permutacja :) P,

Zatem optymalna trasa komiwojazera ma dtugosé 19.
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6.2 Komiwojazer i losowe wstawianie

Przegladanie catego zbioru mozliwych tras komiwojazera jest dziataniem o
superwyktadniczej ztozonosci obliczeniowej. Z tego powodu konstruuje sie
algorytmy przyblizone o ztozonosci wielomianowej. Nie daja one pewnosci
otrzymania optymalnego rozwiazania, ale pewne jego przyblizenie.

Metoda losowego wstawiania do cyklu jest jedna z prostszych do zapro-
gramowania i w praktyce okazuje sie dawa¢ dobre rezultaty.

Pokazemy na przyktadzie grafu miast, ktérych wspotrzedne znajdujg sie
w pliku dj38.tsp.txt jego dziatanie. Pierwszych 10 linijek pliku:

(1 11003.611100 42102.500000 )

11108.611100 42373.888900
11133.333300 42885.833300
11155.833300 42712.500000
11183.333300 42933.333300
11297.500000 42853.333300
11310.277800 42929.444400
11416.666700 42983.333300
11423.888900 43000.277800
\»10 11438.333300 42057 .222200

O© 0 N O O W N+~

V.

Pierwsza kolumna to numer kolejny miasta, a kolejne dwie to wspotrzedne
miasta. Dane z pliku wezytujemy do R, a nastepnie przeksztatcamy w macierz
sasiedztwa.

(x <- read.table("dj38.tsp.txt") b

x <- structure(as.matrix(x), dimnames=NULL)

zrobMacierzOdleglosci <- function(x){
A <- matrix(0, nrow(x), nrow(x))
for(i in 1:nrow(x)){
for(j in 1:nrow(x)){
Ali,j] <= sqrt((x[i,2]-x[j,2]1)"2 + (x[i,3]-x[j,3]1)"2)
+
}
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L J

Funkcja wstawianieDoCyklu wstawia losowo wybrany wierzchotek w naj-
bardziej odpowiednie w danym momencie miejsce. Jest ono zdefiniowane ja-
ko miejsce, w ktérego wstawienie nowego wierzchotka spowoduje najmniejszy
przyrost dhugosci cyklu. Cata funkcja wykonuje si¢ dla dwudziestu réznych
losowan kolejnosci wierzchotkow. Na koniec funkcja poréwnuje otrzymane
przyblizone rozwigzanie z rozwigzaniem optymalnym.

(WstawianieDoCyklu <- function(A){ b

for(k in 1:20){
wektorLos <- sample(l:nrow(A))
cykl <- c(wektorLos[1:3], wektorLos[1])

for (j in 4:nrow(A)){
minimum <- 100000000
gdzie <- 0

for(i in 1:(j-1)){
u <- Aflcykl[i],wektorLos[j]]+
Alcykl[i+1] ,wektorLos[j]]-
Alcykl[i],cyk1l[i+1]]
if(u < minimum){
minimum <- u
gdzie <- 1
}
}
cykl <- append(cykl, wektorLos[j], after = gdzie)
+
dlugosc <- 0
for (i in 1l:nrow(A)){
dlugosc <- dlugosc + Alcykl[i],cykl[i+1]]
}
cat ("\n\nCykl: ", cykl, "\ndlugosc: ", dlugosc,
"\n gorszy o", ((dlugosc-6656)/6656)*100,"%")




40 ROZDZIAL 6. PROBLEM KOMIWOJAZERA

L J

Przyktadowy wynik dziatania programu.

r>Cyk1: 57 13 15 8 9 11 12 16 17 18 19 27 31 36 34 33 38 37 A
35 28 24 22 20 23 25 26 30 32 29 21 14 101 2 46 3 5

dlugosc: 7196.669

gorszy o 8.123032 Y,

Cykl: 43567 13 156 8 9 12 11 16 17 18 19 22 24 28 27 31
36 34 33 38 37 35 32 30 29 26 25 23 20 21 14 10 1 2 4

dlugosc: 7445.931

gorszy o 11.86795 Y,

Cykl: 65342110 14 21 29 30 32 35 37 38 33 34 36 31 27
28 24 22 25 26 23 20 15 13 19 18 17 16 12 11 9 8 7 6

dlugosc: 6664.114

| ey o 0.1218986 7%

6.3 Podwajanie krawedzi

podwajanieKrawedzi <- function(A){
gg <- graph_from_adjacency_matrix(A,
weighted = TRUE, "undirected")
mgg <- mst(gg)

for(k in 1: gorder(mgg)){
mmgg <- 2% as_adjacency_matrix(mgg, sparse = FALSE)
lista <- cQ)
bierz <- k
nbierz <- bierz

for (j in 1:(2*(ncol(mmgg)-1))){
lista <- c(lista, bierz)
for (i in 1: ncol(mmgg)){
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if (mmggl[bierz,i]l==2){
mmgg [bierz,i] <- 1
mmgg [i,bierz] <- 1
nbierz <- i
break
}
}
if (nbierz == bierz){
for (i in 1: ncol(mmgg)){
if (mmggl[bierz,i]l==1){
mmgg [bierz,i] <- 0
mmgg [i,bierz] <- 0
nbierz <- i
break
}
}
}
bierz <- nbierz

}

komiw <- unique(lista)

komiw <- c(komiw, komiw[1])
waga <- 0

for(i in 1:(length(komiw)-1)){

waga <- waga + Al[komiw[i],komiw[i+1]]

}

cat ("Cykl Hamiltona:", komiw)
cat(" Jego waga wynosi:", waga)
Cat(ll\nll)

41




Rozdzial 7
Ro6zne

7.1 Drzewo losowe

Ponizej przestawiamy funkcje generujaca losowe drzewo ukorzenione w lisciu.

Na poczatku algorytm tworzy puste drzewo. Nastepnie dodaje do niego
podang jako argument funkcji liczbe wierzchotkéw. Dwie krawedzie, a mia-
nowicie (1,2) oraz (2,3) dodawane sa ,na sztywno” aby mie¢ pewnos¢, ze
wierzchotek 1, czyli nasz korzen, bedzie miat stopien 1. W petli losowane sa
kolejne krawedzie. W powstalym w ten sposéb drzewie dziecko wierzchotka
v ma zawsze wiekszy numer v.

generuj <- function(ile){ B

T <- make_tree(0)
T <- add_vertices(T, ile, color = 2, sta = 0, code = 0)
T <- add.edges(T, c(1,2))
T <- add.edges(T, c(2,3))
for (i in c(4:ile)){
T <- add.edges(T, c( sample(2:(i-1),1) ,i))
}

return(T)

42
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Inne
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